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概要

パーセプトロンの収束性定理 (Novikoffの定理) [1]の証明を通じて収束性定理が学習率に依存していな

いことを確認し，パーセプトロンの収束性の保証には学習率が不要なことを確認する．

基本的に文献 [2] を眺めながら自分の言葉でまとめただけなので，[2] をお持ちであればそちらをご覧く

ださい．

1 Perceptron

See Wikipedia.

1.1 アルゴリズム

See Wikipedia.

2 Perceptronの収束性定理

2.1 バイアス項がない場合

定理 1 S を自明でない訓練データ集合とし，R = max1≤i≤N ‖xi‖ とする．1 ≤ 1 ≤ N に対して ‖w∗‖ = 1，

かつ yi(〈w∗,xi〉) ≥ γ となるようなベクトル w∗ が存在すると仮定する．すると訓練データ集合 S に対し，

パーセプトロンアルゴリズムが誤分類する数は高々

R2

γ2
(1)

となる．

証明

パーセプトロンのアルゴリズムでは重みベクトルは，

wt = wt−1 + ηyixi

によって更新されるため，

〈w∗,wt〉 = 〈w∗,wt−1〉 + ηyi〈xi,w∗〉 ≥ 〈w∗,wt−1〉 + ηγ

を得る．ここで
〈w∗,wt−1〉 + ηγ = 〈w∗,wt−2〉 + ηγ + ηγ = · · · = 〈w∗,w0〉 + tηγ
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また，w0 = 0より，
〈w∗,wt〉 ≥ tηγ (2)

といえる．

また，

‖wt‖2 = ‖wt−1‖2 + 2ηyi〈wt−1,xi〉 + η2‖xi‖2

≤ ‖wt−1‖2 + η2‖xi‖2

≤ ‖wt−1‖2 + η2R2 (3)

ここで yi〈wt−1,xi〉 ≤ 0, xi ≤ R ∀iを利用した．ここで

‖wt−1‖2 + η2R2 ≤ ‖wt−2‖2 + η2R2 + η2R2 ≤ · · · ≤ ‖w0‖2 + tη2R2

であるため，式 (3)より，
‖wt‖2 ≤ tη2R2 (4)

といえる．

式 (2)の両辺を二乗し，
(〈w∗,wt〉)2 ≥ t2η2γ2 (5)

を得る*1．

また式 (4)の両辺に ‖w∗‖2 をかけて

‖w∗‖2‖wt‖2 ≤ ‖w∗‖2tη2R2 (6)

を得る．コーシー・シュワルツの不等式より，

‖w∗‖‖wt‖ ≥ 〈w∗,wt〉

すなわち，
‖w∗‖2‖wt‖2 ≥ (〈w∗,wt〉)2

のため，式 (5)と式 (6)を用いて，

‖w∗‖2tη2R2 ≥ ‖w∗‖2‖wt‖2 ≥ (〈w∗,wt〉)2 ≥ t2η2γ2

ここで ‖w∗‖ = 1より，

tη2R2 ≥ t2η2γ2

R2

γ2
≥ t

よって定理 1で示したように，高々 R2

γ2 の試行で収束することが示された．ここで学習率 η が消えており，定

理 1の結果は学習率 ηに依存しないことがわかる．したがって，パーセプトロンのアルゴリズムは学習率 ηの

値によらず収束することが保証される．

*1 ここで不等式が成り立つために η > 0が必要．
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2.2 バイアス項がある場合

See [2] (pp.17-20)

(略) パーセプトロンアルゴリズムが誤分類する数は高々

4R2

γ2

となる．
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