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(
g = n,
l<a1<a2< <a€_1<a )
1 b, <«
< 1<b2<....<ba_1.
(II1. 19) < ajs by pour delle-l73,
1 <aisn—2 pour i< [1,2-17,
a < n ,
4

Kl <bi s n-1pour 121 ¢-17.

LEMME TIII. 19, -

L'ensemble des couples de suites vérifiant (III.19) est en bijection

avec l'ensemble des mots de Motzkin colorés & n-1 lettres .

Preuve :

On utilise la bijection | ' définie entre les couples de suites vérifiant

(IIL. 10) et (IIL. 11) et certains couples de chemins du plan ne se coupant pas.

Rappelons cette bijection ' :

Soient (a.) et (b,)

1" 1 <i 5

. le couple de suites., On associe
Z i"1<i <y g

A
|

!
a

a chacune des suites , un chemin dans le plan . Soit ch(a) = 4 CPTRRE
: n

le chemin associé a la suite (a ), il est tel que
i

= [Ui = E (paS ESt) ,

PicllLnd. ¥jellelifa, <o =N (pas Noxd).

On définit de m@me ch(b) .
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Exemple n = 5.

) = (L2,4), ———

i'l<i<?3 o

ch(b)

Figure III. 12,

Ajoutons un pas a chaque chemin (voir Figure III.12) :
un pas Est pour ch(b) etun pas Nord pour ch(a) , de maniere a
pouvoir associer au couple formé. un mot de Motzkin coloré, par une

bijection " :

Soient ch(a) =

BURTLY LR s
1™ 2 n
Ch(b) = '.i)'l ‘C?‘Z' R ’n , et g ! (Ch(a)r Ch(b)) = u= Ul. .- Lln

oy =E et Ii = N = Ll1 = X,
w. = E et o= E 5 u =B

1 1 1
v: T N et .y o= N - u = R,

1 1 1
wl = N et 1) ’i_ = E = ul = X

L'ajout d'un pas aux chemins revient & concaténer un x a u . Soit donc

v=ux = VvV, VvV_V . Vv

12 3°° n+l °
Remarquons de plus, que les deux derniers pas de ch(b) sont toujours

verticaux. Ceci implique

x ou R,

<
"

v = x ou R



- II1. 44. -

Donc

ou

v =

v' R x ; . )
v = v RR x, g (ITL. 20)
v=v'xR;,avec|v'!:n-2 !
J
cm
Notons Z l'ensemble des mots de Motzkin ''modifiés

dire qui satisfont (III.20) .

I1 est trivial de vérifier que

I11.19) .
Comme

I1I. 17

u < u=u R,
‘Wn+1 -
ouu=u'B,
ouu=u'x, avec |u'[=n-1.
. cm c
Soit -, ™ — ™
n+1 n-1
telle que
o < ()
Yoo s T o ) i VAR u=uuu_ ..
VETnt L2 n+l : 12
avec [ r1 5 -
Vg ,n-2 u o= w,
4 1 i
: =x., 3 =R, = = u = R
<”n—1 “'n “n+l n-1 ’
=R, - X, :; - u = B,
"n-1 Yy n+l n-1
o = R, =R, =X = U = X
L n-1 n Hn+l n-1

i (voir Lemme IIL11),
n

e

c'est-a-

est une bijection (Fin de preuve du lemme

on en déduit la Proposition
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