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Séminaire de Théorie des Nombres
Paris 1986-87

La méthode du col en théorie analytique des nombres
Gérald TENENBAUM

1. Introduction
Un des problémes centraux de la théorie analytique des nombres consiste a
déduire des propriétés analytiques d'une série de Dirichlet

f(s)= Z a, oS (s=0o+iT)
une évaluation asymptotique de la fonction sommatoire des coefficients

A(x)= Z a, (x- ).

n<x

Un des outils privilégiés dans ce contexte est la formule de Perron

) A(x)= Q—hfm " 8 18) g

o—iw

valable pour xR +\IN, et a>max(0,oc), ol o, désigne l'abscisse de convergence

de f.

La méthode classique d'estimation du second membre de (1) consiste &
prolonger f analytiquement et & déformer le contour d'intégration de facon 3
mettre en évidence une contribution essentielle & 1'intégrale provenant de la (ou
des) singularité(s) de f de plus grande partie réelle. Lorsque, par exemple, f est
prolongeable en une fonction méromorphe, on fait appel au théoréme des résidus.
La difficulté principale réside alors dans la majoration de l'intégrale sur le contour
déformé. Ce schéma, est en particulier celui des preuves classiques du théoréme des
nombres premiers, ou la série de Dirichlet en cause est

|
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_C_’(.sl = 2 A(n)n~® (o>1)
(s 1

(¢(s) désignant la fonction zéta de Riemann et A(n) la fonction de von Mangoldt)
qui peut effectivement étre prolongée en une fonction méromorphe sur (.

La méthode du col (ou du point—selle) ne nécessite pas l'existence d'un
prolongement analytique pour f. Elle repose sur 1'idée d'exploiter la liberté de
choix du paramétre o dans (1). Il est en effet souvent possible d'optimiser cette
abscisse d'intégration de fagon que l'intégrale soit dominée par la contribution d'un
* petit voisinage de s=o. Une fois cette réduction capitale opérée, il reste & estimer
l'intégrande par la formule de Taylor et & évaluer cette contribution principale par
la méthode de Laplace.

Cette technique classique a connu récemment des applications dans des
problémes connus, avec des résultats surprenants. Nous nous proposons d'exposer
la spécificité de son emploi en théorie analytique des nombres et de détailler les
principaux théorémes obtenus dans quelques cas particuliers représentatifs.

2. Le principe explicité
Dans cette section, notre but est d'illustrer plus précisément le champ
d'application de la méthode du col et le type de résultats qu'elle est susceptible de
fournir. Soucieux d'écarter ici toute complication technique, nous avons volontai-
rement restreint la généralité au profit de la simplicité de l'argument, afin de
dégager le type d'hypothéses et la nature des outils nécessaires. Le lecteur intéressé
par des développements plus approfondis pourra consulter les articles, cités en
références, dévolus aux applications qui font 1'objet des sections suivantes.
0
Soit, donc, f(s)= 21 a,nn_s une série de Dirichlet & coefficients positifs,
n=
d'abscisse de convergence 0,2 0, et telle que a;=L. Alors il existe un demi—plan

o>c; dans lequel f(s) ne s'annule pas et nous supposerons que l'on peut choisir

¢ =0 de sorte que f admet la représentation

(@) £(s)= exp ¢ls) (0>a,).
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On sait qu'alors ¢ est elle-méme une série de Dirichlet. Notons gok(s) sa

k—iéme dérivée. Il sera agréable par la suite de supposer que l'on a

3) ETITNCIR (DX () (8= otir,0>0,).

Cette condition est en particulier réalisée lorsque f{s) est & coefficients positifs.
L'hypothése fondamentale est :

(H1) L'équation <p1(a)+log x=0 possede, pour x assez grand, au moins une

solution o= o(x) telle que 0.< @€ 1.

Dans toute la suite, nous supposons fixée une solution a = a(x). Nous
posons ¢y := | <pk(a)| , k=1,2,... . Les deux hypothéses suivantes sont également

importantes, quoique non essentielles en théorie.

(H2) 0202 — (x — )
(H3) agagz — ® (x — ).

Enfin, il est indispensable d'introduire une condition permettant de majorer
convenablement la contribution & l'intégrale de Perron (1) des valeurs "inter-
médiaires" de |7|. Ce pourrait étre une spécification des oscillations de 1'inté-
grande xsf(s)s_l. Nous nous contenterons d'un renforcement de l'inégalité

4) | f(a+ir)| € f(a) (reR)

qui découle immédiatement de 1'hypothése a, 20, n=12,.. . Nous imposons

donc
(H4) | f(a+iT)| € f(oz)/T1 (Tos 7] < Tl)

oti 'on a posé

(5) Ty= (0203)_1/5, T, = aoy/e,
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¢ étant un nombre réel fixé, 0<e<l. Il est facile de constater que (H2) et (H3)
impliquent

(6 T,—0, T, — (x — ).
0 1

L'hypothése (H4) est exagérément forte. Il sera patent dans la suite qu'une
condition plus faible pourrait sans dommage la remplacer, notamment une majo-
ration dépendant explicitement de 7. Pour 1'heure, bornons nous & insister sur le
fait qu'en tout état de cause une propriété impliquant une décroissance en moyenne
de x*(s) /s est essentielle.

Théoréme 1. Sous les hypotheses précédentes, on a

Alx)= _Xﬁf_(ﬂ)_ o)
(7 (x) o /T3, (1+0(R))
avec
(8) R= 053/203 + 51/ 1/2(0 +log o )

Remarque : Nous n'avons pas cherché ici & donner une expression optimale du
terme reste R. La formulation du théoréme vise avant tout & souligner le fait que
la méthode fournit non seulement un équivalent asymptotique mais une majoration
explicite de l'erreur. '

Démonstration : Au vu de (1), 'expression

est a priori une bonne approximation de A(x). Décomposons—la sous la forme
J=17 1+J2, disons, o J 1 et J2 correspondent respectivement aux domaines

d'intégration | 7] < Ty et Ty < |7 < T,.

Lorsque | TISTO, on a par (H1) et (3)

415

w(a+it)= p(a)-iT log x — 126, + 0(7'30 )
2" % 3

On vérifie sans peine que Tg 03— 0, d'ol

T 12
a 0 —-57"0
f 2" 72 -1 3
il f_T e {1+0(Irla 7L+ | 7130 bar.
0

Grice aux estimations élémentaires

Ty 12,
f e 2 Zdr=yTTa, . (140(s0D)
o
et
+o —g3ro, -1/2, -3/2 -1/2
f e (Irla +|rl dr«a (a o3 +a a ),
- 0
il suit
9) J;=P(1+O(R))

ot P désigne le terme principal de (7).
La condition (H4) intervient pour majorer J,. Ona

Ty
-1
Iy < xaf(a)T fO %

4 x_ﬂg)_( _1log( )<P021/2loga2.

Nous avons donc obtenu
(10) J=P(1+0(R))

et il reste & établir que la différence J—A(x) est absorbable par le terme reste
O(PR). Posons
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0 (0<y<1)
h(y)=
1 (y21).
On a classiquement pour tous y, T>0
1 a+HT s ds « -1
(1) x| P E-nm)l < y¥+Tlogy)
Ini o—iT 8

En appliquant cette estimation pour T=T1, y=x/n, et en sommant pour

n= 1,2,..., il vient

|AGI < nzl a,(x/n) X1+, | log(x/n)] )
(12) ,
< xaf(a)TII/ 2, z a,n(x/n)a

ol l'apostrophe indique que la sommation en n est restreinte aux entiers satisfai-
sant 3 |Iog(x/n)|5T'1'1/ 2. Pour estimer cette dernidre expression, on majore la

fonction caractéristique de l'intervalle [—TII/ 2,T11/ 2] par Kw(t) ou K est une

constante absolue convenable et ol w(t) est définie par

w(t)=

sin(At/2)y2
S )

;’l)—-

avec /\=Ti/ 2, Comme la transformée de Fourier de w(t) vaut

w(r) = J+°° e Tw(t)di= A1 )T,

hat ¢}

on peut écrire
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Z/an(X/n)a <K Z a,(x/n)% w(log(x/n))
n=1

A .
= 2% I_)\ £( a+i1')xa+" w(r)dr

< x%( a)(ﬁ1 2 lar 4 Jj T7k4r)

¢ x%(a)T2 ¢ PR,

En reportant cette estimation dans (12), puis dans (10), on obtient bien la conclu-
gion souhaitée.

Cela achéve la démonstration du théoréme 1.

L'hypothése (H4) s'avére souvent déterminante quant a la pertinence de la
méthode du col. Une circonstance assez générale dans laquelle elle est susceptible
d'étre réalisée est celle ol la fonction arithmétique a, est multiplicative. On peut

alors écrire f(s) sous forme d'un produit eulérien et utiliser l'effet cumulatif des
décroissances des facteurs locaux.

Le prototype d'une telle situation est le probléme des entiers sans grand
facteur premier, abordé dans les deux sections suivantes. Comme nous le verrons,
la nature des résultats obtenus dans ce contexte est représentative de l'intérét et de
la spécificité de la méthode en arithmétique.

3. Entiers sans grand facteur premier : application directe.
Désignons par P(n) le plus grand facteur premier de l'entier n, avec la
convention P(1)=1. Il s'agit ici d'estimer la quantité

#x,y) = card {n<x : P(n)y},

qui a fait 'objet depuis cinquante ans d'une abondante littérature — cf. [19] et [23]
pour une liste quasi—exhaustive de références bibliographiques.

La fonction caractéristique de I'ensemble des entiers n tels que P(n)<y est
multiplicative et la série de Dirichlet correspondante est

{sy)= H 1%
Ky
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Ce développement eulérien est le facteur initial de celui de la fonction zéta de
Riemann. Il définit un prolongement méromorphe de ((s,y) au plan complexe tout
entier, en une fonction sans zéro et dont tous les pdles sont situés sur l'axe o=0.
Seul le pole & 'origine est multiple, d'ordre w(y).

La représentation (2) est possible pour f(s)= ((s,y) avec

p(s)= p(sy) := 2 log(1/(1-p™))-
Py

On peut donc écrire en particulier

0]
p(s,y)= 1122 1%[(;% . n—:,:

P(n)<y

de sorte que ¢(s,y) est bien & coefficients positifs. On peut vérifier facilement que
les hypothéses (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. Le point—selle o = a(x,y) est
1'unique solution de I'équation

(13) 2 106D _ o x.
Py p -1

La question de la majoration (H4), au vu de l'inégalité élémentaire

R

revient au probléme d'estimer

(14) 2, p T,

1294

Cette quantité reléve elle—méme d'une intégrale de Perron, impliquant ¢’(s)/{(s).
En utilisant la région sans zéro de Vinogradov, on obtient ainsi que (H4) a lieu
pour chaque €>0 fixé dans le domaine
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(15) x2 x3(e), exp{(logy0)*/ >+ <y ¢ e""{ﬁ?g} '

Ici et dans toute la suite log) désigne la k—iéme itérée de la fonction logarithme.

Le Théoreéme 1 implique donc la validité de la formule asymptotique

x%(ay)

Wxy) v —————
o 27 ‘102(0':}’;

uniformément lorsque x et y tendent vers l'infini en respectant (15). On a

Q 2
p(log p) 1
vo(ayy) == —a 7" (1 + 28X jog x.log y.
2 Ky (p*1) y

Dans 'article [19] en commun avec Hildebrand, nous précisons ce résultat de
la fagon suivante.

Théoréme 2 (Hildebrand — Tenenbaum). Avec les notations précédentes, on a
uniformément pour x> y> 2

x%(a,y) logy logy
6 )= 0 .
(16) W)= s 1+ O 4 1 5)

On obtient ainsi une formule asymptotique pour ¥(x,y) dés que y-o et
log x/log y~ w. Le facteur 427 <p2(a,yi est caractéristique de 'emploi "direct" de

la méthode du col — c'est—a~dire utilisant le développement de Taylor pour évaluer
le terme principal. En fait, la méthode ne fonctionne sous cette forme que lorsque
y est assez petit devant x : dans [19], on suppose logy < log x/ (10g2x)2. On

compléte le domaine de validité de (16) en utilisant des estimations connues dans
la région complémentaire, que l'on peut obtenir assez facilement.

Le lecteur est cependant en droit de se demander quelle est la pertinence
d'une évaluation telle que (16), dépendant d'une quantité o définie implicitement
comme la solution d'une équation transcendante. Une analyse approfondie montre
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que la formule (16) contient non seulement tous les résultats connus concernant
¥(x,y) mais encore des informations nouvelles d'un type original.

Sans reprendre ici la discussion présentée dans [19], bornons—nous & récapi-
tuler les principales conséquences du théoréme 2 et la maniére dont elles en décou-
lent.

(I) Approximations "lisseg".

En évaluant convenablement, 3 1'aide du théoréme des nombres premiers, le
membre de gauche de (13) pour une valeur arbitraire de @, on obtient une
approximation explicite de o(x,y) en fonction de x et y. En substituant alors
cette approximation dans le membre de droite de (16) et en faisant de nouveau
appel au théoréme des nombres premiers, il vient (cf. [19] Theorem 2) pour
y2 (1og x)1*¢

17 PWx,y)= x p(u)exp{O(R(x,y))}

ou l'on a posé

_log x . log(1+u = 3/5—¢
U= ogy » R(Y) -——%g—yhuexp{ (log y)*'*°},

et ol p désigne la fonction de Dickman définie pour v>0 par

p(v)=1 (0¢w<1)
vp’ (v)+p(v=1)=0 (v>1).
Plus précisément, la déduction de (17) & partir de (16) nécessite l'évaluation
de ®(xy) pour u "petit" — pour laquelle on peut soit utiliser les résultats
classiques de de Bruijn (3}, soit recourir & la technique "indirecte" exposée & la

section suivante.
Une conséquence évidente de (17) est la formule asymptotique

(18) ¥xy)=x p(w)(1+0(5C L)

valable uniformément dans le domaine

(19) x2 3, exp{(log,)® 3T < y<x
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Ce résultat a été établi pour la premiére fois par Hildebrand [16] en utilisant une
méthode complétement différente.

En examinant plus avant le terme reste R(x,y) dans (17) et en 1'évaluant &
partir des formules explicites faisant intervenir les zéros de la fonction ¢(s), il est
possible -d'obtenir une nouvelle démonstration d'un autre résultat de Hildebrand
[15] qui spécifie que l'estimation (18) persiste pour x> y > (log x)2+‘ (ot >0
est arbitraire) si, et seulement si, I'hypothése de Riemann est vraie.

11 est trés probable que la méme technique permette de prouver que ¥(x,y)
n'est plus équivalent & xp(u) lorsque y< (log x)2—€. Hildebrand a montré [17]
que, dans ce domaine, %¥(x,y) ne peut avoir de trop bonne approximation "lisse"
et il est facile de constater qu'aucune fonction continue de x et y n'est équiva-
lente & ¥(x,y) lorsque y < (log x)l_f.
déduit alors de (16) que

X o a1yl logx
Py ey o —

Le facteur ((a,y) est, dans cette région, trés sensible aux irrégularités de la
répartition des nombres premiers <y. Par exemple, pour y<logx, on peut
retrouver immédiatement grace & (16) le résultat d'Ennola [6]

En effet, si y est un nombre premier, on

x,y) ~ —(log x)¥ H (log p) ™+ (k= n(y)).
k! Ky

(IT) Comparaigon avec la méth, e Rankin,
En 1938, Rankin a utilisé dans le cadre de son célébre travail sur les grandes
différences entre nombres premiers consécutifs, la majoration

®

Wx,y) < nZl 3= x7 () (0>0).
P(n)<y

Le choix optimal du paramétre o est évidlemment o= o(x,y) défini par
(13), soit

(20) Y(xy) < x¥ ((ay).
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L'idée d'approcher la fonction caractéristique d'un ensemble d'entiers par un
multiple constant d'une fonction multiplicative s'est révélé un outil fécond en
théorie analytique des nombres — cf. [10] chapitre 1. Il est donc naturellement
souhaitable de savoir quelle perte de précision implique un tel traitement. Le
théoréme 2 répond A cette question : la majoration de (20) excéde ¥(x,y) d'un
facteur F tel que

F~ ay271 go2ix,yi ~ log(1+y/log x) y2r u(1+log x/y).
On a toujours

log y« F< yy/logy.

Ainsi, si la méthode de Rankin ne fournit jamais 1'équivalent asymptotique, elle
posséde cependant une surprenante acuité théorique: toutes les estimations
disponibles dans la littérature présentent, dans le cas y= log x par exemple, un
facteur d'incertitude de l'ordre de exp y1+°(1).

(111) Formules semi—asymptotigues.
L'arithmétique fourmille d'exemples de quantités, disons Q(x), dont on

conjecture qu'elles admettent un équivalent de la forme
B
(21) Q(x) ~ A x(log x): (x+ )

et pour lesquelles on sait seulement prouver un encadrement

B
(22) x{log x)

B

¢ Q(x) « x(log x)

2.

Dans une telle situation, Erdds pose souvent la question de savoir si le comporte-
ment local est ou non en accord avec (21). Selon son habitude, il emploie la for-
mulation la plus simple et demande innocemment s'il est vrai que

(23) Q(2x)/Q(x) — 2 (x — ).

Un tel résultat est une forte présomption en faveur de (21). Partant, Erdos
le désigne sous le nom de formule semi—asymptotique. Dans la pratique, il est assez
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rare que l'on sache établir une formule semi—asymptotique alors que 1'on échoue 3
prouver la formule asymptotique correspondante. La méthode du col est cependant
un outil privilégié pour I'obtention de ce type de résultat.

Considérons par exemple la situation du théoréme 1. Méme si les variations
du paramétre o en fonction de x sont trop brutales pour autoriser une
approximation "lisse" du second membre de (7), il est concevable que la dérivée
a’(x) soit suffisamment réguliére pour que l'on puisse estimer convenablement
o(2x)—a(x) et par conséquent A(2x)/A(x).

On obtient effectivement des formules semi—asymptotiques dans la plupart
des cas ol la méthode du col s'applique. Le résultat suivant est établi dans [19]
(Theorem 3).

Théoréme 3 (Hildebrand—Tenenbaum). On a uniformément pour x> y> 2, et
K<y,

9(bx,y)/9(x,y)= h*(1+0(u ™ +(log y)y ™).
Au vu de 'estimation

log(1 log x
(24) a(x,y) ~ Mog_) (y_. 00)
logy

donnée dans [19] (Theorem 2), on déduit immédiatement les formules semi-
asymptotiques suivantes.

Corollaire. Supposons que x et y tendent vers l'infini. Alors on a

(25) ¢(2X’Y) ~ 2 ¢(x’y)

s, et seulement si, logy/ logzx—v w. De plus, on a

(26) Y2x,y) ~ Yx,y)

si, et seulement si, log y/logox < 1 + o(1).
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La premiére de ces formules a été découverte indépendamment par Hensley
[11] qui utilise une méthode tout A fait différente. La seconde est nouvelle. Le
théoréme 3 fournit en fait une approximation "lisse" pour %(2x,y)/¥(x,y) méme
dans les régions o l'on sait que chacun des termes de ce rapport posséde un
comportement treés irrégulier.

Le cas ol h —— 1 reldve de I'étude des "petits intervalles”. LA encore, la
méthode du col s'avére remarquablement efficace et a permis, notamment dans le
cas de 9(x,y), d'améliorer considérablement les estimations antérieures. Le lecteur
intéressé par cet aspect de la question pourra se reporter au Theorem 4 de [19].

4. Entiers sans grand facteur premier : application indirecte

L'emploi de la formule de Taylor pour évaluer l'intégrande de l'intégrale de
Perron au voisinage du point—selle o=q implique une erreur systématique que
'on peut dans certains cas éviter.

Supposons par exemple que l'on sache montrer :
(a) quel'intégrale

o+ iw
xs%glds

a—iw

k]

est dominée par un petit voisinage du point s=a, disons | 7] <Ty-

(b)  quel'on ait pour | r|5T0 , Re(8) = a,
ro
%ﬂ~ g(s) := [ 0 e Vg(v)dv

ol g est une fonction connue.
(c)  que l'intégrale (convergeant en valeur principale)

a+ iw
g(v)= %"'-Ja—iw ¢®" §(s)ds

soit, pour v= log x, dominée par un petit voisinage de s=a.
Alors il est naturel d'attendre que
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a+iw
(27) I~ T}u-l"[ x* §(s)ds= g(log x)

a—iw

Cette situation est le modéle d'un emploi "indirect" de la méthode du col,
oti I'on utilise seulement le fait que I'intégrale de Perron est dominée par la con-
tribution d'un petit intervalle mais ol le calcul de cette contribution prépondérante
est effectué, sans recours & un développement de Taylor, par transformation de
Laplace inverse.

Le cas de ¥(x,y) peut étre traité de cette facon lorsque x et y satisfont
(19), ainsi que 1'a montré Saias [25]. Plus précisément, on a, sous 1'hypothése (19),
avec s= a+ir, | 7] <Y :=exp{(log y)3/5"€},

5 ¢(s.y)= log y.A, ((s-1)log y)(1+0(Y ™))

avec

;\y(s) = S+1?)g v ¢(1+ 102 y) p(s)

ot p désigne la transformée de Laplace de la fonction de Dickman p. Or :\y(s)
est la transformée de Laplace de
log t [t]

)d(—).
logy t

/\y(v) = JZ (v —

L'incidence de cette fonction dans 1'étude de (x,y) n'est pas nouvelle. Posant
Alxy) :=x Ay(u), de Bruijn [3] a montré que l'on a

(28) | #xy-AGey)] < xu? v

pour x>0, y2 2. Lorsque u est trés grand, le terme d'erreur dépasse de beau-
coup le terme principal mais (28) fournit un équivalent asymptotique pour #%(x,y)
dans le domaine

(29) x2 2, exp{(log x)5/8+6} <y<x

Sous cette condition, on a

(30) Yxy)= Alxy)(1+0(Y )
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En utilisant la forme "indirecte” de la méthode du col, Saias a considéra- Théoréme 5 (Hildebrand). On a pour chaque €>0
blement étendu le domaine de validité de cette formule asymptotique.
X 4n) € ) explilog 1)/
Théordme 4 (Saias). Pour chaque ¢>0, Iévaluation (30) persiste uniformément p (25)2“‘{

dans le domaine

uniformément pour
(19) x2 3, exp{(logzx)sla'”} <ysx / P
x2 2, 2< y< exp{(log )/}
Ce résultat permet en particulier de préciser le résultat de Hildebrand (18) :
dans [25] Saias explicite un développement asymptotique de ¥(x,y) valable dans
le domaine (19).

Ce résultat a permis de confirmer une conjecture de Alladi.

Théoréme 6 (Alladi-Hildebrand). On a uniformément pour x> y > 2
5. Répartition des valeurs de (n) pour les entiers sans grand facteur premier

i Soit (n) le nombre des facteurs premiers, comptés avec leur ordre de 2

3 TR TR 1 : TRrdd #(n) € P(x,y)/log x.
multiplicité, d'un entier n. Le célébre théoréme d'Erdés—Kac énonce que la n<x

répartition des valeurs de Q(n) pour 1<n<x est proche d'une loi de Gauss de P(n)<y

3 moyenne log2x et d'écart type Jlogzx. Plusieurs auteurs [2, 13, 14, 18] se sont
i, Le cas y<(1—e)log x est trivial : d'aprés le théoréme des nombres premiers,

récemment intéressés 3 la maniére dont cette loi de Gauss se déforme lorsqu'on on 2 alors

. restreint 1'étude aux entiers n< x tels que P(n)< y.

l' Dans (18], Hildebrand a choisi d'attaquer le probléme par le biais de la

4 fonction caractéristique (au sens probabiliste) de la répartition, i.e. N:= p]:[ psx
i _y

d'ott

S = Dy B0

n<x
P(n)<y

de maniére 3 obtenir ensuite les renseignements souhaités sur la distribution par le
théoréme de Berry—Esseen (cf. par exemple [9] p. 538). L'étude de S(x,d) peut
encore étre effectuée par la méthode du col, mais des difficultés nouvelles appa-
raissent, dues notamment au fait que la fonction multiplicative en cause n'est plus

3 valeurs positives.

Les théorémes obtenus par Hildebrand améliorent notablement les résultats
antérieurs. Sans les détailler ici, nous nous contenterons d'en illustrer la nature par
le corollaire suivant, qui découle essentiellement du cas f=x de I'étude.

2 pn)= 2 #(n) = 0.
n|N

n{x
P(n)<y

1/ 21} découle (avec une marge considérable)

1/21

Le cas (1—e)log x < y < exp{(log x)

du théoréme 5, et le cas y>exp{(log x)
la méthode de 1'équation fonctionnelle.

} a été traité par Alladi [1] en utilisant
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6. Entiers sans facteur carré et sans grand facteur premier Lorsque k< 2, on pose bien entendu §_1(1)=0. 11 découle en particulier
L'existence de formules semi—asymptotiques pour la fonction #%(x,y) peut du théoréme 7 quel'on a
étre exploitée avec une surprenante efficacité dans une vaste classe de problémes :
'étude de la valeur moyenne d'une fonction arithmétique restreinte aux entiers ¥, (xy)~ '7?3 H(x,y)

sans grand facteur premier. Nous considérons ici le cas typique de la fonction s(n)?

caractéristique des entiers sans facteur carré, soit si, et seulement si, log y /log2 - o, alors que

¢1(X,.Y)=. I%{ p(n)2. ¥y (x.y)= o(¥(x,y))
P(n)<y

8i, et seulement si, log y/logox< 2 + o(1).
On peut en effet écrire ’ ? 2

7. Solution d'une conjecture d'Erdos.
Considérons, pour chaque entier n, la suite ordonnée de ses diviseurs

= = X .
%x.y) g;{ d% #(d) dg; ﬂr(d)'/’(gg )

P(n)<y P(d)<y
1= d1<d2<...<dr= n

Lorsque d n'est pas trop grand, le théoréme 3 permet de remplacer dans la

derniére expression (x/d2y) par et la famille de fonctions arithmétiques
221 +O(R(x,y,d
Yx,y)d “H(1+O(R(x,y,d)) F (n):= 2 (log(d. , ,/d ))a
a\ . i+1/7
Ki<r(n)

ol R(x,y,d) est un terme d'erreur explicite. Si 'on peut montrer que ce sont
précisément ces petites valeurs de d qui fournissent la contribution principale, on ol a est un paramétre positif. On a
obtient donc ainsi une formule asymptotique pour ¢1(x,y) [U(xy).

Cette démarche a été suivie dans [21], ol un théoréme général de cette Fy(n)=logn (n21)

nature a été démontré. Dans le cas de #; (x,y), on obtient le résultat suivant :
mais Erdds a conjecturé dans (8] que l'on a pour tout @ > 1

Théoréme 7 (Ivié—Tenenbaum). Pour x> y> 2, désignons par k=k(xy) la

quantité smplicitement définie par (31) lirl?_;nf Fa(n) <w
B y= (log x)". et plus précisément que l'on a pour k> 1
i
i Alors on a uniformément, lorsque X,y - w, F a(k! )
1 (32) F([1,2,..K)<,1.

53 ¥ ()= {CHa+H2)F oD} pixy). Fo( T )
"’(pskp
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Vose [30] a établi (31) en construisant explicitement une suite ad hoc, mais
sa démonstration n'apporte aucune précision sur le comportement des suites
envisagées en (32). Une analyse du probléme révéle qu'il suffit dans ce cas d'établir
l'existence de diviseurs d'un entier n (parcourant ces suites spéciales) dans de
petits intervalles centrés au voisinage de yn. Or, le nombre H(n) des diviseurs d
de n tels que

|log(d/x)| < n/2
vaut exactement

8= [ r(n)

27

o 0(sin( n&/?))(w
n6/2

ol l'on a posé

r(n, )= Yl
d/n

Ainsi, H(n) s'exprime comme différence de deux intégrales de Perron sur la droite

0=0. Il n'y a pas, a priori, de paramétre libre & choisir dans ce contexte, mais on
peut remarquer que pour | 4| petit, on a

= 11 (jgo pI= r(n)n? Zexp(~& + o(1))Ps(0)?)
p’jln

avec

s()’= 2 Y(v+2)(log p)2.
plIn

Lorsque x est suffisamment proche de ¢/n, la situation est donc essentiel-
lement la méme que dans la méthode du col et 1'on peut attendre une semblable
qualité de résultats. Nous avons suivi cette voie dans [29] et pu ainsi établir les
conjectures (32).
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Le point délicat de la démonstration est l'analogue de la condition (H4) de
la section 1. Dans un premier temps, nous établissons 1'inégalité suivante, valable
pour tout n2 1,

| 7(n,6)|

" exp{~2 )y min(1,(v+1) %2 log pl 9}

p’ln

ol |/t]] désigne la distance du réel t & l'ensemble des entiers. Ensuite, le résultat
escompté découle du lemme suivant, qui, comme les majorations de | {(s,y)]|
nécessaires & la preuve du théoréme 2, est prouvé en faisant appel aux régions sans
zéro de Vinogradov pour ((s). Nous notons w(n) le nombres des facteurs
premiers distincts de l'entier n.

Lemme. Soit ¢ une constante positive arbitraire. Pour tout ¢, 0<e<l, il existe un
ny= no(e) tel que pour n2 n, et

w(n) > P(n)(log P(n)) o 1H€

on ait

116 10g pl| 2 > £LB
pln 4

pour chaque réel 0 satisfaisant o
(log P(n))°< | 8] < exp{(log P())*/27¢).
A titre d'exemple de résultat de localisation de diviseurs apparaissant

comme sous—produit dans la preuve des conjectures (32), citons le théoréme
suivant :
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Théoréme 8 (Tenenbaum [29]). Soit Y(k)- o, et B un réel, 0<f<3/2. Il eziste
une constante A telle que, pour k assez grand et pour tout x satisfaisant d

exp{-k/y(k)} < x/VkT < exp{k/¥(k)},
le nombre D(k,x) des diviseurs d de k! tels que
x(1- exp{~(log k)%}) ¢ d < x(1-+exp{(log k)*)
vérifie
D(k,x) > k™ exp{—(log k)P} r(kt).

8. Cas de deux variables complexes : noyau d'un entier, et lois locales pour w(n).

Nous nous proposons ici de décrire briévement 1'emploi de la méthode du col
dans deux exemples concrets nécessitant l'introduction de deux variables

complexes.
Le premier probléme est celui de la répartition des valeurs de la fonction

arithmétique
k(n) := H P
pln

souvent désignée sous le nom de "noyau" de n. Il s'agit donc d'évaluer
N(x,y)= card{n < x: k(n) < y}.
La question est a priori plus délicate que celle de #(x,y) car la fonction caracté-

ristique de l'ensemble des n tels que k(n)<y n'est pas multiplicative. Cela
conduit & introduire la série de Dirichlet de deux variables complexes

flsw) = 2; ™ k(n) ™= H ("))
n= P

(33) = ((s+w)g(s,w),
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disons, ot g(s,w) est une série de Dirichlet absolument convergente pour
Re(2s+w)>1. Pour tous a,4 > 0 tels que a+f> 1, on a alors

Ja+m B+ i

S W
X
(34) f(s,w)—s;v—v—— dsdw (x,y€ IR_I_\N).

ad—1m —ioo

Dans [28], Squalli a adopté la démarche suivante. Dans un premier temps, il
utilise la représentation (33) pour évaluer l'intégrale en s par la méthode classique
reposant sur le théoréme des résidus. Le pole en s=1-w fournit la contribution
principale, et 1'on obtient

2 k(n —-1—g(1 —w,w) + reste

nKx

lorsque w parcourt une certaine bande verticale. Ensuite, il applique la méthode
du col pour estimer 1'intégrale en w. Ici encore, le point crucial est la majoration
du rapport

| g(1-w,w)/g(1-0,0)] (w= o+ir)
pour les valeurs "intermédiaires" de 7= Im(w). La fonction qui joue ici le rdle de

la fonction p de Dickman dans I'étude de ¥(x,y) est définie explicitement par
une série :

(35) F(t) = &b -8 Z (%- 1) ﬂ o

™ m <e m (p+1)

On peut montrer que F est dérivable pour t>0 et satisfait 1'évaluation asymp-
totique

(36) F(t)= exp{(1+o(1)V8t/log 1}  (t—o0).

Dans [28], un développement asymptotique de log F(t) est explicité. Le résultat
principal est le suivant.
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Théoréme 9 (Squalli). Pour x> y> 2, posons

v=log(x/y).

Ona

(37) N(xy)= y Fv)a+o( o))

pour tout couple {x,y} tel que

(38) x> 16, exp{5(log x.log2x)3/4} <y<x.

Au prix de complications techniques, il est envisageable de traiter ce pro-
bléme en évaluant chacune des deux intégrales complexes apparaissant en (34) par
la méthode du col. On obtiendrait probablement alors une extension du domaine de
validité (38) & une région du type

exp{(log )/ ¢ y< x.

En 1'état actuel, la méthode fournit bien entendu des formules semi—
asymptotiques et des estimations concernant les petits intervalles. Renvoyant le
lecteur & [28] pour les énoncés correspondants, nous citons seulement le résultat
suivant.

Théoréme 10 (Squalli). On a uniformément pour x,y satisfaisant (38) et x/y-= w
(39) N(2x,y) ~ N(x,y).

Signalons enfin que la méthode du col fournit aussi l'estimation suivante,
qui améliore considérablement un résultat de de Bruijn [5).
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Théoréme 11 (Squalli). I existe une suite de polynémes {Pj 1j=1,2,3,...}, avec

deg(Pj) < j, telle que, pour chaque entier N> 1, on ait uniformément pour x2 16

-1 [BIoEx (loggx) 10ggx N1
k(o) = exp 2 + Oy N+)).
n<x (x) g2x j=l1 log x)J N*ogyx

Notre second exemple d'application de la méthode du col avec plusieurs
variables complexes concerne le probléme des lois locales pour la fonction w(n)
égale au nombre des facteurs premiers distincts de n. Il s'agit donc d'évaluer la
quantité

7(x,k) := card{n < x : w(n)=k}.

Généralisant un résultat de Landau [22] valable pour k¢ 1 et une formule
d'Erdds [7] applicable pour k~ log,x, Sathe [26] et Selberg [27] ont prouvé en

1954 que l'on a
k-1

(Ingx)
40 k)~ F X L
(40) k) FO) gz
uniformément pour k< logyx, oul'ona posé
(41) y = k/log2x
et

! H Ly 4 Y

(42) F(y) i= (1-¥1 + 5.

Le domaine de validité de (40) n'a pas été amélioré pendant plus de 30 ans.
Ce n'est qu'en 1985 que Hensley a montré [12] que (40) a lieu si, et seulement si,
k=0 ((logzx/log3x)2). 11 utilise & cet effet une approche probabiliste reposant en

partie sur la méthode du col.
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La méthode de Selberg consiste & écrire l'intégrale de Cauchy

(43) m(x,k)= ylﬁ}l‘ 2 24(0) E—-

z| =r n¢x Zk+1

et & calculer la somme en n par la formule de Perron

o+ iw ]
) X0 L 77 pe
- avec
F(z,8)= 21 A8 H (1 + 2/(p°-1)).
n= P

Pour évaluer (44), Selberg utilise le fait que F(z,8) posséde en s=1 une singula-
rité de méme nature que celle de ((s)?. L'estimation ainsi obtenue est ensuite
reportée dans (43), ol, pour un choix judicieux de r, la contribution du terme
d'erreur peut étre convenablement majorée.

Dans un récent travail en commun avec Hildebrand [20], nous abordons le
probléme par la méthode du col en deux variables. Cela consiste d'abord & choisir
o et r comme solutions du systéme

a _ r log p =

-—logF(r,0)= 2 - = log x
do p (1-p77) (p%1+r1)

(45)

0 10gp(r,0)= 2l =
or p p -l4r

Ce choix est d'ailleurs suggéré par la majoration "4 la Rankin"

[+ ]

7(x,k) < 2 pn)k (;1—()‘7= X7 ¥ F(r,0).

n=l1

Contrairement au cas de 1'équation (13) dans l'étude de ¥(x,y), il est ici non
trivial que l'on puisse choisir de maniére unique les coordonnées du point selle. On
établit dans [20] que le systéme (45) posséde une solution unique (r,0)= (p,a) tant
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que k¢ CO log x/log2 X, ol C0 est une constante absolue assez petite. Ce
résultat est proche de l'optimum puisque n(x,k)=0 dés que k>(1+e¢)log x/10g2x,
x2 x(e).

Une fois le choix des paramétres opéré, on peut estimer successivement les
intégrales (44) et (43) par la méthode du col — ce qui suppose bien entendu un
contrdle assez précis de la décroissance en 4 et 7 de |F(pe10,a+ir)| . Nesta
noter que l'intégrale en 7 est traitée par la méthode "“indirecte" telle que nous
l'avons décrite & la section 4.

Nous citons ici trois corollaires du théoréme principal de [20].

Théoréme 12 (Hildebrand—Tenenbaum). II existe deus constantes positives A et B
telles que l’on ait uniformément pour x> 3 et 1<k« (logzx)2

(1ogo) /2

40) k)= F) gz 1+ 0(—+ K )

logox (logyx)

avec

N log(2-+Aylogy) . log(2+Bylogy)
(10gx)?

Ce résultat contient strictement celui d'Hensley. On peut en effet vérifier
facilement que kh — 0 si, et seulement si, k=o ((log2x/log3x)2). Au prix d'une

complication croissante du terme principal, la méthode pourrait fournir une
formule asymptotique analogue dans un plus large domaine en k.

Théoréme 13 (Hildebrand—Tenenbaum). Posons

L=1lo )s ¥y= /L, €= log x/(y,log(y, +2)).

g(klog(k+2)

Il existe une constante positive C telle que 'on ait uniformément pour x> 3 et
(10g2x)2< k< log x/(log2x)2

(47) 7(x,k)= —*— exp{k(log M + ML +O(R))}
k! logx
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avec

€ floge), R=1 (— 11—+ 4y

M= log(¥ -1 45
L L log(y;+2) L

Ce résultat précise un théoréme de Pomerance [24].
A titre d'exemple de formule semi—asymptotique, caractéristique de la
méthode, nous mentionnons le résultat suivant.

Théoréme 14 (Hildebrand—Tenenbaum). On a uniformément pour x2 3,
1< k< log x/(logzx)2

(48) w = L (1+-0(lo8Ly)
m(x,k) k L

Erd6s a conjecturé dans [7] que w(x,k) est, pour chaque x fixé assez
grand, une fonction unimodale de k. Dans [20] on montre, grice & une remarque
de Balazard, que le théoréme 14 implique cette unimodalité sous la restriction
1<k« (logx)/(logzx)2. Il est possible qu'un argument élémentaire simple per-

mette de compléter la preuve de la conjecture d'Erdds.
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