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1.ProC systém?
2.Pro¢ modelovani?
3.Pro¢ mechanika?



1. ProC systém?

a) Co je system?

systém = soustava

Slovo soustava implikuje, ze soustava sestava,
Ze je sestavena z vice casti.

Ptiklady.....



Pt. 1 — Neznamy objekt (UFO)

- pozorovani (observace, neinvazivni pristup)
- zakonitosti chovani

_ odhady vs:[ur?u a vystupu i

-> funkcionalni model (blackbox) ‘w‘ iﬂ

Demonstrace:
Model rovnomeérné zrychleného,
rovnomerneho
a rovhomerne zpomaleného pohybu.



Pr. 2 — Budik

- experimentalni pristup
- zpusoby deleni (analyza. dekomposice)
- struktura systému

- hierarchie systému @ ot O
... -> zakladni princip: f £ /
harmonicky oscilator = & _”



Pt. 3 — Zivy organismus (Elovek)

- experimentalni pristup
- systém a jeho subsystémy:
- soustava obehova
- soustava travici
- soustava nervova
- soustava lymfaticka
- ... atd.



Cil prednasky:
Na nekolika znamych prikladech
(pohyb hmot.bodu, harmonicky oscilator, model krevniho obéhu)
e Latku velmi strucné zopakovat:
« Fyzika:
+ Mechanika
Kinematika
Dynamika pohybu hmotného bodu
Harmonicky oscilator
Prace, energie, vykon
Pole, potencial, gradient
+  Hydrodynamika
+  Matematika:
Funkce jedné a vice proménnych
Z&klady infinitezimalniho poctu
* Nahlédnout v novych souvislostech:
« Diferencialni rovnice ve fyzice

* Precizovat bézné uzivané pojmy
« Fyzikalni systém
+  Model



1. Kinematika

(pohyby) '

trajektorie
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Trajektorie
S vyznacenim

casovych okamziku.

(model UFO)




ordinata (poradnice)
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Funkcni zavislost dvou velicin
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Jedna moznost: Linearizace prubéhu
-> model rovnomérného pohybu

s jednim parametrem (prumeérna rychlost v)




Druha moznost:

Analyza nerovhomérného pohybu: tfi faze:
I. zrychleny, II. rovnomerny a III. zpomaleny pohyb



P 0 h y b :
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I. rovhomerne I1. rovhnomerny I1I. rovhomeérné
zrychleny zpomaleny
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Rozlozeni (analyza) slozitého pohybu
na elementarni druhy pohybu.



P 0 h y b :

I. rovhomerne I1. rovhnomerny I1I. rovhomeérné
zrychleny zpomaleny
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s=s(t)=s1+;—ao-(t1—t)2
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Identifikace jednotlivych druhu elementarnich pohybu:
Doplnéni znamych vztahu urcCujicich pohyb.



P 0 h y b :

I. rovhomerne I1. rovhnomerny I1I. rovhomeérné
zrychleny zpomaleny

Po dosazeni naméerenych hodnot:

At=5|s|,As=25|m] At=2|s|, As=20|m] At=1|s|,As=5|m|
a,=2 [m-s ] v, =10 [m-s '] a,=—10 [m-s ]

Parametrickd identifikace dilcich modeld.



P 0 h y b :

I. rovhomerne I1. rovhnomerny I1I. rovhomeérné
zrychleny zpomaleny

20

drdhas
15

10

Casové okamZiky: t,=0 |s] t,=0|s] t,=0|s] t,=0|s]

parametry: a,=2[m-s?] v,=10m-s"'] a,=—10[m-s"°] STOP

Parametrickd identifikace dilcich modeld.
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Z vypoctenych parametru snadno urCime

prubehy rychlosti a zrychleni.
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Opétnym spojenim dostaneme model, charakterizovany

tremi Casovymi intervaly a odpovidajicimi tremi parametry
(indexy na sebe navazuiji):

-

casové okamZiky :

t,=0|s]

t,=5]|s|

\.

parametry:

a,=2 |m-s "]

v, =10 [m-s']




Po syntéze jednotlivych casti
parametrického modelu muzeme
slozit dohromady i namodelované
prubéhy rychlosti a zrychleni.
Mista zlomu prubéhu rychlosti

a nespojitosti prubéhu zrychleni
jsou ur¢ena misty, ktera jsme
puvodné se znacnou mirou
nejistoty odhadli z prubéhu
zavislosti s = s(7) jako mista,

kde kfivka méni svUj charakter.
Kdybychom mérili pfimo rychlost
nebo zrychleni, mohli bychom

je urcit presneji. Otazka: ??

Jak ale spocitat v(t) a a(t) z s(t)
jesté pred spocitanim parametru?



Odpovéd:

Ano, se znalosti zakladniho principu
infinitesimalniho pocCtu a jeho fyzikalni
interpretace.

Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz
(baroko, 2. pol. XVII. stol.):

Diferencialni a integralni pocCet se stava
zakladnim matematickym nastrojem celého
nastupujiciho obdobi klasicke fyziky.



ZIVOot = zmena
Zzmena = derivace
=> 7Ivot = derivace
fyzika = zmena

=> fyzika = derivace

biofyzika = druha derivace



Derivace

Velka cast fyzikalnich veliCin je odvozena
z jinych veliCin jejich derivovanim.
(lat. derivatio = odvadeéni vody, odvodnovani;
prenesene: odvozovani — napr. v gramatice).

napr:

draha -> rychlost -> zrychleni
energie -> vykon

el. naboj -> el. proud

el. indukéni tok -> indukované napéti
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Pr.:

Velicina:
draha

Jeji prvni derivace
podie casu
= rychlost

?? Jak jsem na
to prisel ?7
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Prijdu na to,
kdyz bud:

1) zndm vzorecCky
pohybu

anebo

2) umim derivovat
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dridhas=s(t)=

2a) Umim derivovat:

1

2

.....

—a, -t
? ds(t) .
=S=a,-t
dt
2b) Neumim,

neznam analyticky
tvar funkce atd.

?? Co ted' 77

.....
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Kazdopadne:

Pochopit:

1) geometricky
2) fyzikalni
vyznam derivace.
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ldea
(prvni priblizeni):

Nahradim drahu
nerovhomerného
pohybu

drahou pohybu

rovhomerného.
(PY.: dvé auta)

?? Co se stane
s prubehem
rychlosti??
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Co se stane
s prubehem
rychlosti?

Zprumeruje se:
Bude konstantni
a rovna prumerne
rychlosti.
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1 2

s(t)=v, t

s(t)=s, +v,(t—t,)
s(t)=s,+v,-(t—1t,)
s(t)=s,+v, (t—t;)
s(t)=s,+v-(t—1t,)

DalsSi aproximace:

Nahradim drahu

nerovhomerného
pohybu lomenou
carou.

At=1s

?? Jak bude
vypadat prubéeh
rychlosti ?7
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A S

Spocteme:

Asl =1m

As,=3m

As,=5m

As,=Tm

Ass=9m

As,

Vit At v1=1ms_1

pr=ts B3
v, =5ms
v,=Tms
v, =9ms "
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Spocteme:

s, =1m
s, =3m
S, =5m
s,=1Tm
ss=9m

5
YA
At=1s
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v, =1lms

v, =3ms "
v, =5ms "
v, =Tms

—1
V. =9ms



25

20

15

10

12

1

drdha s=s(t)

" rychlost v=v(t) =

~

Rychlost v daném
intervalu je vlastne
sklonem usecky,
jeji smernici:

_As y_Lm]
v=—"r lms™ |= S
Na rozdil od

analytické geometrie
tato smérnice ma
fyzikaIni rozmeét

dany pomerem
fyzikalnich rozméru
obou velicin.
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drdha s=s(t)

" rychlost v=v(t) =

~

Promitneme-li
do grafu namisto
lomené cary
puvodni kfivku,
vidime, ze ona
smernice v daném
intervalu je jeji
tetivou (secnou)
mezi body,
ohraniCujicimi
interval.
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drdha s=s(t)

" rychlost v=v(t) =

~

77

Lze si predstavit
stale jemnejsi
aproximaci,

kdy budeme

At zmensovat
na nekonecné
malou miru,

az skoro k nule??
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drdha s=s(t)

Zaroven s At
se zmensi| As
ale jejich pomer

AS

V=—r

At
se uZz mnoho meénit
nebude.

Secha prejde v temer
rovhobeznou tecnu,
jejiz smernice urci
okamzitou rychlost

v teCném bode.
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drdha s=s (1)
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_____

Okamzitou rychlost
ted muzeme spocitat
pro libovolny Casovy

okamzik f.

Tak jako teCha muze
plynule klouzat

po hladké krivce,

| schodovita krivka
prubéhu rychlosti

se vyhladi. Namisto
prumernych rychlosti
dostavame okamzité.



s v AS , oy dS
Namisto pomeru v=-— nyni piseme v=—-

Nekonecné malé veliCiny ds, dr ... diferencialy.
Derivace je pomérem dvou diferencialu.

Derivaci v matematice s
oznacujeme c¢arkou: S ng
Precizngji definujeme (=1 As _ds
derivaci jako limitu: s U _A?fo At dt
Ve fyzice pro vyjadfeni derivace 4,

\)

podle casu muzeme psat tecku: T dr



Derivace vysSich fadu

Proces derivovani muzeme nékolikrat opakovat.
Tak jako je rychlost derivaci drahy v=s=ds/dt
tak je zrychleni derivaci rychlosti: a=v=dv/d:

Zrychleni je tedy derivaci derivace:
a=d (ds(t)ldt)ldt
neboli druhou derivaci drahy:

2
a=é’z=d S2<t)
dt




Derivace vektorovych veliCin

Dosud jsme uvazovali jednorozmérny pohyb.
UFO ale Iéta v prostoru. Proto:

I e polohovy vektor.



Shrnuti (na nasem
modelu UFO):

Méfimedrahu s=s(¢)
Pocitamerychlost
jako jeji prvni derivaci
a zrychleni jako
druhou derivaci.
UrCime parametry:
0 <t<5:a,=2 ms

5 <t<7:a,=0 ms ’
v, =10 ms "

2

7 <t<8:a,=—10 ms °



Integral

Integrovani je opacnym postupem k derivovani.

V=S Je-li rychlost derivaci drahy,
pak dréha je integralem rychlosti:  s= | vt

a=V Je-li zrychleni derivaci rychlosti,
pak rychlost je integrélem zrychleni. V=] adt

A jako je zrychleni druhou derivaci drahy,
tak i draha je dvojnym integralem zrychleni:

a=5 S= H adt’



Problém nalezeni primitivni funkce:

Znam-li pribéh v=v(t),
jak najdu s=s(t)
aby platilo v(t)=ds(t)/dt ??

1) poditat analyticky S(t)Zf v(t)dt
2) pocitat numericky
3) graficky



25
» drahas=s(t)=v-t
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Vratime se

K jednomu

z prfedchozich
obrazku.

Dosud jsme
odvozovali
(derivovali)
rychlost z drahy.

?? Jde to | naopak?
Z drahy rychlost ??
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" rychlost v=v(t)=konst.

25

20

15

10

Nejdrive si
prohodime grafy

a z druhého hned
vidime: s(t)=v-t
?? Co ten soucin

znamena graficky??

?? Lze jej vyCist |
z horniho grafu ?7?
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0 rychlost v=y (t) = konst.

A hned vidime,
Ze soucin
znamena plo6itu

obdélnika
o hranachv at, ).
555ms T =25m

(,Plocha” nikoli m”!!
ale soucin jednotek.)

Coz presne odpovida
konecnému bodu
> drahy na grafu drahy.
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" rychlost v=v(t)=konst.

.....

-----

A plati to nejenom
pro koncovy bod,
ale i1 pro kterykoli

jiny.

Napr pro t=3s
dostavame:

5ms *-3s=15m



12

1

25

20

15

10

" rychlost v=v(t)=konst.

/ u V4

Dulezité:

Pokazdé se jedna
o plochu pod
krivkou, tj. mezi
kfivkou a abscisou
(zde osou t),
ohrani¢enou

Zleva | zprava
hranici daného
intervalu.
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" rychlostv=v(t)=a-t

.....

drdhaszs(t)Z%a-t

-----

2

To plati pro
libovolny prubéh:
Zde ma plocha
tvar trojuhelniku
s plochou

1?10ms‘1-55=25m

Coz odpovida
zrychlenému pohybu
1

E-st_2-552:25m
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" rychlostv=v(t)=a-t Pro t=3s mame:

o N £y o (o]

.....

25

Coz opet odpovida
bodu na grafu drahy:

2 1,
15

10

5 / 15-2m5_2°352=9m

-----
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" rychlostv=v(t)=a-t

.....

drcihaszs(t)zlga-t2

-----

/

Cili:

Graf drahy S(t)
ukazuje velikost
plochy pod krivkou
rychlosti v(t)

Neboli:

draha S(t) je
c¢asovym integralem
rychlosti V(t)



k Zapisujeme jako

" rychlostv=v(t)=a-t urcity integral:

° T=t
6 s(t)= f v(T)dT
: 16 m =0
T=t
S(t)= f atdT
25 =0
20 1 / '1 1t
§ drcilftaszs(t)ZEa-t2 s(t)= — q.7°
L 2 -O
: 1 LI
s(4)=|—=a-t°| =16m
B 2 lo




y=v(t)

Shrnuti: na nasem
UFO modelu nyni:

MéFime rychlost v=v(7)
Pocitamedrahu s(¢)
jako jeji integral a
zrychleni a(t)

jako jeji derivaci.
Parametry stejne:

0 <t<5:a,=2 ms

5<t<7:a,=0 ms

v, =10 ms™

7 <t<8:a,=—10 ms °



Dynamika

2. Newtonuv zakon® [1687] = ,zakon sily*:

—

Hybnost:

—>

= (1)

Ke kinematic
jsme pribrali

F(t)=m-a(t)=m-F (t)=m-V(t)

D(t)=m-V(t) , tudiz:
—D(t) [NI=[kgms?/s

Kym veliCinam, rychlosti a zrychleni,
nmotnost, a dostali jsme dvé nove,

dynamicke ve

iCiny: hybnost a silu, svazané opet derivaci.



Pripomeneme si
kinematiku
naseho UFO.

?? Jaka bude jeho
dynamika ??

. v=v(t) ... miniaturizuji se,
2 cely talif ma jen 1kg.

??Jak bude vypadat
prubéh hybnosti

a taznée sily

% s o« s s UFOnich motoru??




1 kg-ms ' =1 Ns=1 L

1 L=1 Leibniz

G.W.Leibniz [1646 - 1716]

F(t)=m-a(t)
[N]=[kg]-[ms"]



Fazovy prostor

UFO — pohyb v Case: - stavovy prostor klasické
(ale | kvantové) fyziky
Souradnice:

e polohovy vektor

* vektor hybnosti

50

o
6s 7s




Véta impulsova (UCinkova):

Kdyz je sila F (t)=konst
pak je impuls sily: T: |_:’ t

Jinak ale: :f F
Uz vime, ze: F=pP= dp/dt , tudiz:
- dp
dt=| dp=A"
=] —-dt=] dp=4Tp

(Impuls sily pusobi zménu hybnosti.
Je to integralni tvar 2. Newtonova zakona.)



Prace a kineticka energie
Kdyz je sila F (S)= konst, pak kona praci:
W=F-3 (skalarni sougin)

Jinak ale: W= [ F-ds

> av
Vime, ze urychlu1|C| sila: F m-a=m:- E
Pak: W= fm ds mf dv:mf v-dv

m-v° p2

2  2m

W=

——=W_=>0 Kineticka energie



Kineticka energie v prostoru

Vektor rychlosti ma v kartézském prostoru slozky:
V=(V,,V,,V,)

Jeho druha mocnina je jeho skalarnim soucCinem
s nim samym. Podle Pythagorovy vety:

Vi =V-V=v=(v,,V,,V,) =(V, +V, +V))

Proto celkovou kinetickou energii muzeme chapat
jako soucet kinetickych energii souradnych slozek:

W, =W, +W, +W,,



Em] UFO:
draha
s

y=v(t) rychlost

8’:‘8 o N N o

kineticka energie

20 W, (1) \ W (=m0



Sila, rychlost a vykon

Cim je urychlované téleso rychlejsi, tim delsi
draha, po které musi urychlujici sila pusobit
za jednotku Casu, a tim také roste potrebny
vykon:

P(t)=F(t)-v(t) [W]|=[N][ms™]
?? Co kdyz jsou vektory F(t),V(t) vzajemné kolmé 27

(Napoveda: skalarni soucin ...)
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UFO:

draha

rychlost



Prace a vykon

Urychlujici sila vykonava praci v prubéhu Casu.
Cim vice prace vykona a v &m kratsim &ase,
tim je vySsSi vykon. Vykon je tedy derivaci
energie podle casu:

dw ..
P(t)= =W W |=—
Tento vztah mezi energii a vykonem
se neomezuje jen na mechaniku,

ale ma obecnou platnost.



UFO 1kg:

Kineticka energie



Vykon a prace

A zfejmé naopak plati, Ze vykon, byt kolisavy,
vykonavany po nejakou dobu, odvadi praci.
Prace je tedy ¢asovym integralem vykonu:

W=[P(t)dt [I]=[W]s]

1 joule = 1 wattsekunda



W Wl

-20 W
“ P=P(r)

[s)°
7]

UFO 1 kg:

vykon p=p(¢)



Potencialni energie, potencial

V tihovém poli Zemé je ttha G=m-g[N]|
Pak prace zdvihajici bremeno W = pot. energie U:
W=—[ G-ds=—m| g-ds=m-g | dh=m-g-Ah=U][J]

Intenzita (gravitacniho) pole = = _ G_mg =G| N-kg ]

sila na jednotkovou hmotnost: m m

Potencial (grav.) pole = pot. energie / jednot. hmotnost:

V::n: [gds=gAh[Jkgl]  (skalar)

Casto klademe: U_=0, V_=0 Pak: U<0, V<0




Gradient

Videli jsme, ze potencial V:—f E _»S

je integralni veliCina:
S

?? Lze naopak spocitat intenzitu pole
z potencialu? Jak??

Asi nejakou derivaci, protoze vime,
Ze derivovani je opacnou operaci k integrovani.

Ale jak spocCitat vektorovou veliCinu ze skalaru ?7?



Na rozdil od ¢asovych derivaci a integralu tady
jde o integrovani a derivovani v prostoru.

= oV oV oV
E=(E,,E,,E,)=( , =)
oX 0y 02
oV oV oV e
, , ... parcialni derivace
OX 0y 0Z
diferencialni operator grad=v=(aax , aay : aaz)

Gradient ,graduje®,

miri ,nahoru®, smérem

K vyssimu potencialu.
Intenzita tahne, kam to ,pada“, smer k nizsSimu potencialu,
tj. proti gradientu, po jeho spadu.




Harmonicky oscilator
jako priklad fyzikalniho systému
a jeho modelu



pruzina

zavazi

|dentifikace ¢asti



pruzina

zavazi

Dekomposice (analyza)



pruzina

material, tvar, rozmeéry, technologie vyroby, stari, ...

N«<
—

zava

dtto

Vlastnosti casti systému



pruzina

zavislost sily na prodlouzeni pruziny:

F.=F(x)

zavazi
zavidost sily na zrychleni zavazi:

F.=F(a)

m

Charakterisace casti

(vybeér charakteristickych vlastnosti)



F. ..
. pruzina

F.=F(x)

v
X

|:k
a i
v

Charakteristiky ve trvaru grafu



F. _
. pruzina

F.=F(x)

|
X

|:k
a Fm
v

Linearisace



I:k
A

pruzina
F K
smérnice primky: k=—
X
X F m
F\ b zavazi
F m
F smérnice primky: M=———
a Tm a
/ 3

Parametrisace — identifikace parametru



F. .
. pruzina

F.=F(x)=k-x

> X
\ F,
F A zavazi
a P F.=F(a)=m-a TS
? T “““
/ > a

Parametrické vyjadreni zavislosti



I kdyZ kazdy fyzikalni objekt mtZeme

charakterisovat fadou parametrt jako
" je hmotnost, pruznost, objem atd.,

u modelu se soustiedénymi parametry

jsou tyto vlastnosti soustiedény do

jednotlivych diskrétnich soucastek.

(V nasem prikladu u pruziny uvazujeme
jen pruznost a zanedbavame hmotnost,
m u zavazi zase uvazujeme jen hmotnost

a zanedbavame pruznost.)

Model se soustredenymi parametry



Dve rovnice popisuji dve soucasti.
Treti jejich vzagjemné spojeni:

F.=K-X

F F.+F =0
F.,=m-a

m-a+ k-x=0

Jejich sloucenim dostavame rovnici
popisujici chovani systému.

Syntéza modelu



V rovnici m-a+ k-x=0

to vypad4, Zze mame dva konstantni parametry m a k a dvé promeénné a a x.
Ve skuteCnosti je zrychleni a druhou derivaci polohy x podle Casu t:

dt*

Pouzitim tohoto vztahu dostavame:

a

m-X+k-x=0

a po uprave konecné hledanou rovnici harmonického oscilatoru:

5‘<+£-x:0
m

Obycejna diferencialni rovnice 2. radu



5‘<+£-x=0
m

K > k

Oznalime si pomér — — (1) Cilize () =14 —

m m

X e 2
m ¢ a dostavame rovnici: X —|— w . X — O

ktera ma obecné feSenti: X (t ) — AS' N ( 69, t _l_ (b )

predstavujici harmonické kmity o amplitudé A s uhlovou frekvenci (0
a fazovym posunem ¢ .

A4

Reseni diferencialni rovnice




Kinematika harmonického oscilatoru

vychylka:

X(t)=X_ -sn(wt)

max

rychlost:
v(t)=v,_, cos(wt)

zrychleni:
a(t)=—a__sin(wt)



Dynamika harmonického oscilatoru

sila pruziny:
F . (t)~x(t)

hybnost zavazi:
p(t)~v(t)

setrvacna sila zavazi:
F.(t)~a(t)



Fazovy prostor harmonického oscilatoru

2 1~

/ 0s \

\1\1‘?// |




2\3

6 \7

Energie harmonického oscilatoru

potencialni energie:
U (t)~x*(t)

Kineticka energie:

Wk<t)NV2(t)

celkova energie:
U+W,(t)=konst



Mechanika pevnych teles
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(svalové vlakno levé
srde¢ni komory)

napéti v tahu



18
16
14

[MPé]

12

0.8

0.6

04

0.2

Aorta

obvo

dova vilakna

ra

dialni viakna




Nervové vlakno

(nervus femoralis)
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