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第 1章 文字列学

1.1 文字列

有限個の記号集合からなるアルファベット (alphabet)Σの要素 s1, s2, . . . , snを並べ
た s1s2 . . . sn を文字列または語 (word) とする。語 w の長さ (length) を |w| で表す。
長さ nの語全体を

Σn = {s1s2 . . . sn | si ∈ Σ, i = 1, . . . , n}

と 記 す。 語 x = a1a2 . . . am と y = b1b2 . . . bn の 連 接 (concatenation) を
a1a2 . . . amb1b2 . . . bnとして xyと書く。このとき

|xy| = |x| + |y|

が成り立つ。
長さ 0の文字列を空語 (empty word)といい εを記す。このとき

Σ0 = {ε}

である。Σ上の有限長の語全体の集合を Σ∗ で表わそう（Σ上の Kleene閉包という
こともある）。

Σ∗ =
⋃
k=0

Σk = {ε} ∪ Σ ∪ Σ2
∪ · · · ∪ Σn

∪ . . .

語 wが語 xの接頭辞 (prefix)であるとは、ある語 y ∈ Σ∗が存在して x = wyであ
るときで w @ xと記す。とくに |y| > 0のとき、wを真の接頭辞 (proper prefix)とい
う（煩雑さをさけるために記号 @と vを区別して用いない）。また、語 wが語 xの
接尾辞 (suffix)であるとは、ある語 z ∈ Σ∗が存在して x = zwであるときで w A xと
記す。とくに |z| > 0のとき、wを真の接尾辞 (proper suffix)という（煩雑さをさけ
るために記号 Aと wを区別して用いない）。
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性質 1.1接頭辞および接尾辞については次が成立する。

(1)任意の語 xについて、ε @ xかつ ε A x.
(2)w @ xまたは w A xのとき、|w| 5 |x|.

x @ y→ ax @ ay, x A y→ xa A ya.

(3)関係 @および Aは推移的である。

x @ yかつy @ z → x @ z

z A yかつy A x → z @ x.

補題 1.1語 x, yおよび zが x A zおよび y A z であるとき、つぎが成立する。

(1)|x| 5 |y|のとき、x A y,
(2)|x| = |y|のとき、y A x,
(3)|x| = |y|のとき、x = y.
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第 2章 有限オートマトン

有限オートマトン (finite automaton)を FAと略記する。FAには以下でみるよう
に、決定性有限オートマトン（Deterministic Finite Automaton, DFAと略記）、非決
定性有限オートマトン（Non-deterministic Finite Automaton, NFAと略記）、また ε-
動作する NFA（ε-NFAと略記）がある。
実は DFA NFA ε-NFA、さらには節 3.1の正規表現はどれも同等である（図 2.1）。
定理 2.2で NFAから DFAが構成できることを、定理 2.3で ε-NFAから NFAが構成
できることを示す。また、節 3.5の定理 3.3で正規表現を受理する ε-NFAか構成で
きること、定理 3.4 で DFA から正規表現を書き下すことができることが示される。

NFA

DFA ε-NFA

正規表現

定理 2.2

定理 3.4 定理 3.3

定理 2.3

図 2.1 DFA, NFA, ε-NFAおよび正規表現の 4つはどれも同等である

2.1 決定性有限オートマトン (DFA)

決定有限オートマトン (Determinisitic Dinite Automaton) M とは図 2.2が示すよ
うに、有限個の内部状態 (states) を有する機械で、ヘッド (head) が入力文字列
a1a2 . . . an を先頭から 1 文字づつ読み取るごとにその時の内部状態に応じて次の状
態が定まる状態遷移機構を持つ。入力文字列を読み切った際の最終状態が受理集合
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のどれかの状態に到達していれば入力文字列を受理 (accept)し、そうでなければ受
理しないという文字列の識別 (recoginition)を行うことができる。

有限個の内部状態

入力文字列

head

現在の状態    と入力   で
次の状態    が決まる

図 2.2 有限オートマトン M。ヘッドが入力文字列 a1a2 . . . an を 1文字づつ読み取るごとに
その時の内部状態に応じて状態遷移する。

決定有限オートマトンを単に有限オートマトンと称し、しばしば DFA と略記す
る。形式的には次のように DFAを定義する。
定義 2.1 (決定有限オートマトン)5つ組M = (Q,Σ, δ, q0,F)で定まる状態遷移機械M

を決定有限オートマトン (DFA: Deterministic Dinite Automaton)という。Qは有限
集合で、その要素をMの状態とし、q0 ∈ Qを初期状態 (initila state)、F ⊆ Qが受理
状態の集合である。δは状態 pにあるとき文字 a ∈ Σを読んだときに状態 q = δ(p, a)

への遷移を定める状態遷移関数 δ : Q × Σ → Qである。状態と入力記号の対が定ま
れば、次の状態が一意に定まるという意味で ‘決定’という。
δを次のように再帰的に δ : Q × Σ∗上の関数

δ(p, ε) = p p ∈ Q,

δ(p, ax) = δ(δ(p, a), x) p ∈ Q, a ∈ Σ, x ∈ Σ∗

に拡張できる。M は最初に初期状態 q0 にあり、アルファベット Σ 上の入力文字列
w = a1a2 . . . an ∈ Σ

∗を先頭から読み込みながら δによって状態遷移を行い、最終状
態 δ(q0,w)が受理集合 Fに属したときに入力文字列を受理 (accept)する。空語 εが
受理される必要十分条件は初期状態 q0 ∈ Fである。
表 2.1は状態 pが入力 a ∈ Σに応じて qへと遷移する状態遷移表の一部で、DFA
の状態遷移関数が定まる。

δ a

p q

表 2.1 状態 pが入力 a ∈ Σに応じて qへと遷移する様子を表す状態遷移表の一部。
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DFAを、その状態を丸で囲んで、初期状態を矢印で指定し、受理状態を二重丸で
囲んで図示する方法がしばしば用いられる。図 2.3は、同じく DFAにおいて状態 p

が入力 a ∈ Σに応じて qへと遷移する様子を図示している。

p q

a

図 2.3 有限決定オートマトンの状態遷移図。状態 pから入力 a ∈ Σに応じて qへと遷移する
様子

定義 2.2DFA M = (Q,Σ, δ, q0,F)によって受理される Σ上の語全体

L(M) =
{

w ∈ Σ∗
∣∣ δ(q0,w) ∈ F

}
をMによって受理される言語 L(M)という。言語 L ⊆ Σ∗に対して、L = L(M)とな
る決定有限オートマトン M が存在するとき、L を正規言語 (regular language) と
いう。
演習 2.1正規言語 Lが与えられたとき、Lを受理する機械は一意に定まるだろうか。
また、DFA M が与えられたとき、M で受理される正規言語をどのように表せばよ
いだろうか。
例 2.1アルファベット Σ = {0, 1}、内部状態集合Q = {q0, q1}のとき、q0を初期状態か
つ受理状態 F = {q0}とし、

δ(q0, 0) = q0, δ(q0, 1) = q1,

δ(q1, 0) = q1, δ(q1, 1) = q0

で決定有限オートマトンM1 = (Q,Σ, δ, q0,F = {q0})を定める。このとき、Mは図 2.4
のように図示できる。その状態遷移関数は表 2.2 で与えられる。記号 → は初期状
態を、Fは受理状態を表している。

q0

start

q1

1

1

0 0

図 2.4 0,1列のパリティを識別する機械M1
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δ 0 1

→, F q0 q0 q1

q1 q1 q0

表 2.2 機械M1 の状態遷移表

M1 に文字列 ‘010110’ を入力してみよう。拡張した状態遷移関数を使うと、次の
ように最終状態として q1 に到達することがわかる。

δ(q0, 010110) = δ(q0, 10110) = δ(q1, 0110)

= δ(q1, 110) = δ(q0, 10) = δ(q1, 0)

= q1

演習 2.2例 2.1の機械M1 が受理する Σ = {0, 1}上の正規言語 L(M1)はどのようなも
のかを説明しなさい（正規表現（節 3.3）で表しなさい）。
演習 2.3例 2.1で定義される正規言語 L(M1)の補集合 (L(M1))c = Σ∗ − L(M1)を受理
する機械を構成しなさい。
演習 2.4図 2.5で図示される DFAの状態遷移表を書き、機械の動作を述べなさい。
q2 はどのような状態かを説明しなさい。この DFA が受理する言語はどのようなも
のかを説明しなさい（正規表現（節 3.3）で表しなさい）。

q0start q1

q2

0

1
1

0

0, 1

図 2.5 3状態機械の例

演習 2.5Σ = {a, b}上の次の言語を受理する FAを構成して図示しなさい。

(1)L1 = {ak
| kは 3の倍数（0を含む）}.

(2)L2 = {a, b}∗ − {a}{a}∗{b}{b}∗.
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(3)L3 = {a jbk
| jは奇数、kは 3の倍数 (0を含む)}.

演習 2.6Σ = {a, b}上の次の言語 L = {anbn
|n = 1}を考える（Lは aが 1つ以上並んだ

あとに同じ数だけ b が並んだ語全体からなる言語）。このとき、図 2.6 で表される
機械Mは言語 Lの任意の語 x ∈ Lを受理することを説明しなさい。

q0start q1 q2

a
a

b
b

図 2.6 言語 L = {anbn
|n = 1}の任意の語 x ∈ Lを受理する FA M。

演習 2.7図 2.6で表される機械Mは言語 L = {anbn
|n = 1}に属する語以外の語もま

た受理することを説明しなさい。言語 Lに属する語「だけ」を受理する（つまり言
語 Lを受理する）有限状態機械を構成することができるだろうか？（実は、言語 L

は正規言語でなく、文脈自由言語のクラスに属する。） ヒント) 言語 Lを受理する
ために必要な要件とは何かを考えてみる。

2.1.1 数論に関係する DFA

次のような言語 L3mul

{x ∈ {0, 1}∗ | xは 3の倍数の 2進数表示 = [3n]2,n ∈N}

を考えよう。ただし、空語 ε ∈ L3mulは数 0を表す（0の 2進表示）と考えておく。
次の表 2.3は L3mul に属する語の一部を示している。
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2進表示 10進表示
ε 0
0 0

11 3
110 6

1001 9
1100 12
1111 15
...

...

表 2.3 3の倍数 3n ∈Nの 2進数表示を語とする言語 L3mul

言語 L3mul を受理する機械 M3mul を考えよう。結論をいうと表 2.4 がその状態遷
移表、図 2.7が機械M3mul である。

δ 0 1

→, F q0 q0 q1

q1 q2 q0

q2 q1 q2

表 2.4 3の倍数 3n,n ∈Nの 2進表現 L3mul を受理する DFAの状態遷移表

q0

start

q1 q2

1

1

0

0

0 1

図 2.7 3の倍数 3n,n ∈Nの 2進表現 L3mul を受理する DFA

図 2.7の DFAが 3の倍数 3n(n ∈ N)の 2進表現 L3mulを受理することを証明する
ことが残っている。文字列 x ∈ {0, 1}∗に対して、記法 [x]2は 2進表示 xを持つ数

[xn−1 . . . x0]2 = xn−12n−1 + · · · + x0

を表すとする。図 2.7を眺めて直ぐに気づくことは、以下の事実である。
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入力 最終到達状態
[x]2 ≡ 0 mod 3 δ(q0, x) = q0

[x]2 ≡ 1 mod 3 δ(q0, x) = q1

[x]2 ≡ 2 mod 3 δ(q0, x) = q2

これだけでは、機械M3mul の構成の見通しが立ちにくい。数の 2進数表示に立ち
戻って考えればよい。まず、次の等式が成立する

[x0]2 = 2[x]2 + 0

[x1]2 = 2[x]2 + 1

[xi]2 = 2[x]2 + i, i ∈ {0, 1}

したがって、この機械機械 M3mul においては、状態 qk ∈ {q0, q1, q2} に対する入力
i ∈ {0, 1}について

δ(qk, i) = q(2k+i) mod 3

である。この状態遷移関数は入力 x ∈ {0, 1}∗の長さに関して次のように拡張できる。
x = εについて

δ(q0, ε) = 0 (定義より)

= [ε]2 ([ε]2 = 0から)

= [ε]2 mod 3

とするとき、帰納的に次のように定義すればよい。

δ(q0, xi) = δ(δ(q0, x), i) i ∈ {0, 1}

= δ(q[x]2 mod 3, i) 帰納法の仮定から

= q(2([x]2 mod 3)+i) mod 2 定義から

= q(2[x]2+i) mod 3 初等整数論より

= q[xi]2 mod 3
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2.1.2 De Bruijn系列

円盤の周囲に 0 と 1 からなる記号が配置されていて、長さ n のすべての 01-列が
円周上の記号の連続部分列として 1回ずつ現れるようにしたい（回転ドラム問題）。
そのような盤配置は存在するのか、またあるとすれば何通り有るだろうか。1946
年に De Bruijnが考えた問題である。
定義 2.3 (De Bruijn系列)長さ 2nの 0-1列 Bn = b1, b2, . . . , b2n , (bk ∈ {0, 1})が n-次の De
Bruijn系列とは、長さ nの全ての 01-列 (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}nが Bn 内に唯 1回だけ連
続部分列として表れる、すなわち、唯一の kがあって

bk = a1, bk+1 = a2, . . . , bk+n−1 = an

となることである。ここで、添字番号は巡回的（b2n のあとに b1 が続く）とする。
例 2.2：3次の de Bruijn系列 B3 = 00010111 には長さ 3の 0-1列が全て登場。

4次の de Bruijn系列 B4 = 0100110101111000 には長さ 4の 0-1列が全て登場。
演習 2.8：2次の de Bruin列を求めなさい。
定義 2.4 (n次の De Bruijnグラフ)n次の De Bruijnグラフ DBn = (V,E)を長さ nの
01-列からなる 2n個の頂点集合 V = {[x1x2 . . . xn] | xi ∈ {0, 1}}と、各頂点 [x1 . . . xn]か
ら出る 2頂点 [x2 . . . xn−10]と [x2 . . . xn−11]への有向辺で定まる辺集合 E で定義する
（図 2.8）。

De Bruijn グラフの各頂点には出入する辺がそれぞれ 2 本で各頂点の出入り次数
は偶数の Eulerグラフであることに注意しよう。

x1 . . . xn x2 . . . xn−1a

図 2.8 De Bruijnグラフ DBn の一部。頂点 [x1 . . . xn]から頂点 [x2 . . . xn−1a]（a ∈ {0, 1}）に向
かう有向辺

定理 2.1n次の De Bruijn系列 Bn はすべての nについて存在し、De Bruijn系列 Bn

の個数は 22n−1
−nである。
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演習 2.9：2次、3次、4次の De Bruijnグラフを書き、頂点を表す記号列の先頭記号
a ∈ {0, 1}からなる列）を有向辺をうまくたどりながら拾うと De Bruijn系列が得ら
れることを示しなさい。

2.2 非決定性有限オートマトン (NFA)

入力アルファベット Σ、機械の有限個の内部状態の集合 Q、受理状態集合 F ⊆ Q

は DFAと同じとして、5つ組 M = (Q,Σ, δNFA,Q0,F) で定まる非決定有限オートマ
トン (NFA: Non-deteministic Finite Automaton) を定義することができる。q0 ∈ Q

を初期状態集合、図 2.9 のように任意の (q, a) ∈ Q × Σ に対して、次の状態を定め
る状態遷移関数 δNFA : Q × Σ → 2Q の値が集合値、つまり状態が Q の部分集合
δ(q, a) ∈ 2Q として定まる。ここで 2Q は Q = {q0, q1, . . . , qn−1}の部分集合全体

2Q =
¶
φ, {q0}, . . . , {qn−1}, {q0, a1}, . . . , {qn−2, qn−1}, {q0, q1, q2}, . . . , {qn−3, qn−2, qn−1},

. . . , {q1, q2, . . . , qn−1}, . . . , {q0, q1, . . . , qn−1}
©
, |2Q

| = 2|Q|.

NFAの ‘状態’は DFAと違って Q内の唯一つの状態だけ決定されず、複数の状態と
なり得る（同時並行進行を許す）ように Q の部分集合値が定まると考える。この
意味で状態遷移機械として次の状態が一意に定まらないことをもって ‘非決定’ と
いうのである（確率論的な意味合いは全くない）。

q

...

...

p1

pi

pk

a

a

a

図 2.9 非決定有限オートマトン NFAでは、状態 qで文字 a ∈ Σが入力されると、同時に状
態 q1, . . . , qk に遷移する δ(q, a) = {p1, . . . , pm} ∈ 2Q

定義 2.5M = (Q,Σ, δNFA,Q0,F)の 5つ組で定まる Σ上の状態遷移機械Mを非決定有
限オートマトン (NFA) という。ここで、Q は有限個の内部状態の集合、Σ は入力
アルファベット、δNFA : Q × Σ → 2Q は状態遷移関数、Q0 ⊆ Qは初期状態の集合、
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F ⊆ Qは受理状態である。初期状態集合が 1つの要素からなる場合 Q0 = {q0}、記法
Q0 の代わりに初期状態 q0 と記すことがある。
図 2.9のように、NFAでは状態 q ∈ Qに文字 a ∈ Σが入力されると複数の状態集
合に遷移する：

δ(q, a) = {p1, . . . , pk}, pi ∈ Q.

また、状態 q ∈ Qに文字列 ab ∈ Σ∗が入力されると、a ∈ Σの入力により遷移した状
態集合のそれぞれ状態に b ∈ Σの入力によって遷移した状態集合の和に遷移する：

δ(q, ab) = δ(δ(q, a), b) = δ(p1, b) ∪ . . . ∪ δ(pk, a).

このような Σ 上の文字列入力に対する NFA の状態遷移の挙動を記述できるよう
に、状態遷移関数を次のように拡張しよう。
定義 2.6 (NFAの動作)NFAを定める 5つの組M = (Q,Σ, δNFA, q0,F)の状態遷移関数
δNFA : Q×Σ→ 2Q を Σ上の文字列に対して、次のように δ∗NFA : Q×Σ∗ → 2Q として
動作するように拡張する：
任意の状態 p ∈ Qに対して

δ∗NFA(p, ε) = {p},

入力文字列 x ∈ Σ∗と記号 a ∈ Σに対して

δ∗(p, x) = {q1, . . . , qm} ∈ 2Q, δNFA(q j, a) = Q j ⊆ Q

であるとき

δ∗NFA(p, xa) = δNFA(q1, a) ∪ . . . ∪ δNFA(qm, a)

= Q1 ∪ . . . ∪Qm.

a ∈ Σに対して δ∗NFA(p, a) = δNFA(p, a)であることから δ∗NFA と δNFAとを区別する必
要がないことに注意しよう。これより、文字列 x ∈ Σ∗ の入力に対する状態集合
{q1, . . . , qk} ∈ 2Q の遷移を定めるために、さらに次のように拡張して状態遷移関数
δNFA : 2Q

× Σ∗ → 2Q を定義する：

δNFA({q1, . . . , qk}, x) = δNFA(q1, x) ∪ . . . ∪ δNFA(qk, x).
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定義 2.6のように、Σ上の NFAの状態遷移関数を 2Q
× Σ∗ → 2Qの関数に拡張した

ときでも、δ∗NFAと δNFAと区別する必要がなく、以降では同じ記法 δNFA だけを使っ
ても混乱は起こらない。ただし、定義 2.10（とその後に注意）にあるように、ε-
動作付きの NFA においては、Σ 上の状態遷移関数 δεNFA を文字列 Σ∗ に拡張した
δ∗εNFAは一般的に δεNFAとは異なるので注意が必要である。
定義 2.7 (NFAの受理)NFA (Q,Σ, δNFA, q0,F) において、語 w ∈ Σ∗に対し、その到達
状態集合のどれかが受理集合 Fの要素

δ(q0,w) ∩ F , φ

であるとき、NFAM は語 w を受理する。このとき、w は受理状態に達するパス
(path)を持つという。パスが定義されていない δの遷移動作に達したとき、そのパ
スは廃棄され以降の動作は考えない。
Σ上の NFA M = (Q,Σ, δ, q0,F) によって受理される語の全体

L(M) =
{

w ∈ Σ∗ | δ(q0, x) ∩ F , φ
}

を NFA Mが受理する言語 L(M)という。
例 2.3Σ = {0, 1}上の NFAとして、Q = {q0, q1}、初期集合 Q0 = {q0}、受理集合 F = {q1}

とする NFA MN1 = (Q,Σ, δN1 , {q0}, {q1})の状態遷移が表 2.5で与えられている。

δN1 0 1

初期 q0 {q0, q1} {q1}

受理 q1 φ {q0}

表 2.5 NFAの例 MN1：δ(q1, 0)は定義されていない

表 2.5の NFA MN1 は図 2.10のように図示される（定義されていない遷移 δN1(q1, 0)

は慣例として表示しない）。初期状態集合 Q0 = {q0}、受理集合 F = {q1}であって、
q0 から入力 0によって q0 および q1 に遷移することに注意しよう。
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q0

start

q10

0, 1

1

図 2.10 表 2.5の状態遷移に従う NFA MN1 .

文字列 0011001の動作を考えよう。状態遷移表から、遷移動作が定義されずに廃
棄されるパスを棄却しながら次のように最終的な状態集合 {q0, q1}に到達する。

δN1({q0}, 0011001) = δN1({q0, q1}, 011001)

= δN1({q0, q1}, 11001) = δN1({q0, q1}, 1001)

= δN1({q0, q1}, 001) = δN1({q0, q1}, 01)

= δN1({q0, q1}, 1) = {q0, q1}

{q0, q1} ∩ F , φより、文字列 0011001を受理することがわかる。
例 2.4Σ = {0, 1}上の NFA MN2 として、Q = {q0, q1, q2}、初期集合 Q0 = {q0}、受理集
合 F = {q2}とする MN2 = (Q,Σ, δN2 , {q0}, {q1})の状態遷移が表 2.6で与えられている。

δN2 0 1

初期 q0 {q0} {q0, q1}

q1 φ {q2}

受理 q2 {q2} φ

表 2.6 NFAの例：遷移 δ(q1, 0), δ(q2, 1)は定義されていない

表 2.6の NFA MN2 は図 2.11のように図示される（遷移 δN2(q1, 0), δN2(q2, 1)は定義
されていない）。q0 から入力 1によって q0 および q1 に遷移することに注意しよう。

q0start q1 q2

0, 1

1 1

0

図 2.11 表 2.6の状態遷移に従う NFA MN2 .

14



NFA において、初期状態を状態集合 Q0 と取ることもある。明らかに決定有限
オートマトン DFA とは初期状態集合 Q0 および状態遷移関数 δに関して

|Q0| = 1

|δNFA(q, a)| = 1, q ∈ A, a ∈ Σ

であるような非決定有限オートマトン NFAの特別な場合である。
演習 2.10言語受理機械の能力を考えてみよう。入力アルファベット Σ を固定した
とき、NFAが受理できる言語集合全体NFA(Σ) = {L(M) |Mは Σ上の NFA}を考える。
NFA(Σ) は DFA が受理する正規言語集合全体 DFA(Σ) = {L(M) |Mは Σ上の DFA}
よりも大きいだろうか。

DFA(Σ) ( NFA(Σ) (は真部分集合

非決定有限オートマトンの言語受理能力と決定有限オートマトンの受理能力につ
いては、次の定理 2.2よりその能力には差がないことがわかる。
定理 2.2言語 Lが非決定有限オートマトン (NFA) M = (Q,Σ, δNFA,Q0,F) で受理され
るとする。このとき、L を受理する NFA と等価な決定性有限オートマトン (DFA)
M′ = (Q,Σ, δD, q′0,F

′) の 5つ組を構成することができる。

証明 部分集合構成法による。初期状態 q0 から文字列 w ∈ Σ∗によって到達可能
な状態集合全体は高々 Q のべき集合 2Q であることに注意する。M′ の状態遷移関
数 δD : Q′ × Σ → Q′を次のように構成する。Q′ = 2Q、q′0 = {q0}, 2|Q|個ある 2Qの各
部分集合を q′i(i = 0, . . . , 2|Q| − 1)とし、入力 a ∈ Σに対するM′の状態遷移を以下の
ように定める：

δD(p′, a) = q′, p′, q′ ∈ 2Q iff δNFA(p′, a) = q′.

また、M′の受理状態集合 F′を

F′ = {q′ ∈ Q′ | q′ ∩ F , φ}

で定義する。M′ では Q の部分集合全体 2Q の要素（Q の部分集合 {qin , . . . , qik} を
1 つの状態（q′i = [qin . . . qik] と表すと都合がよい）と見なしているというのが部
分集合構成法である。このとき、M′ の受理集合 F′ は、Q′ の元（‘集合’）で、M
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の受理状態 q f ∈ F を 1 つ以上含む ‘集合’ の集合とみる。こうして定義した DFA
M′ = (Q′,Σ, δD, q′0,F

′)が受理する Σ上の文字列集合

L(M′) = {w′ ∈ Σ∗ | δD(q′0,w
′) ∈ F′}

を考える。構成の仕方から

∀w ∈ L(M)⇒ w ∈ L(M′)⇔ ∀w′ ∈ L(M′)⇒ w′ ∈ L(M).

したがって、L(M) = L(M′). �

例 2.5例 2.3の NFA MN1 と等価な DFA MD1 を構成しよう。
演習 2.11例 2.4の NFA MN2 と等価な DFA MD2 を構成しなさい。

2.3 ε-動作付き NFA

2.3.1 ε-動作

いままでの決定有限オートマトン (DFA) または非決定有限オートマトン (NFA)
においては、入力がなければ状態遷移はしない、つまり空語 εが入力されても現在
の状態は変わらずに同じ状態に留まる δ(p, ε) = p, p ∈ Q としてきた。
無謀な暴走を許すかのようだが、空文字の入力によって（入力文字無しの）状態
遷移を許す機械を考えることができる。空文字入力による状態遷移を ε-動作（入力
無しの状態遷移動作）という。
図 2.12は、状態 pが空語 εによって（何も入力せずとも）qへと遷移する ε-動作
付きの状態遷移の様子を示している。

δ(p, ε) = q
p q

ε

図 2.12 ε-動作付きの状態遷移（ε-動作）。状態 p から空入力 ε によって（何も入力せずと
も）qへと遷移する様子 δ(p, ε) = q. この例では一つの状態 qへの遷移であるが、状態 pから
同時に複数の状態 q1, . . . , qk に遷移してもよい。
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定義 2.8 (ε-動作付きの NFA)各状態 q ∈ Q から空入力による遷移も許して、入力
a ∈ Σ ∪ εによって移れる状態集合を定める状態遷移関数 δεNFA : Q × (Σ ∪ {ε}) → 2Q

を持つ非決定有限機械を ε-NFA Mε = (Q,Σε, δεNFA, q0,Fε)と呼ぶ。以下、Σε = Σ∪{ε}
と記す。
例 2.6ε-動作する有限オートマトン Mε1 の例を図 2.13 に示した。状態遷移関数 δε1
は初期状態 q0 からは記号 0 の入力によって q0 自身に遷移する以外に、何も入力せ
ずとも（空文字 εの ‘入力’によって）状態 q1 に ε-動作する。また、状態 q1 から何
も入力せずとも（空文字 εの ‘入力’によって）状態 q2にも ε-動作する。

q0start q1 q2

0 1 2

ε ε

図 2.13 ε-動作のある状態遷移機械Mε1

この機械の Σε に関する状態遷移表は、空文字の入力 ε を追加して表 2.7 のよう
に表わされる。

δε1 0 1 2 ε

初期 q0 {q0} φ φ {q1}

q1 φ {q1} φ {q2}

受理 q2 φ φ {q2} φ

表 2.7 ε-動作する図 2.13の状態遷移表

演習 2.12例 2.6における図 2.13または表 2.7で与えられる ε-動作する非決定有限機
械が受理する言語（文字列集合）は何かを記述しなさい。
例 2.7Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5}, Σ = {1}, F = {q5}のとき、次の図 2.14で示される ε-動
作付き NFA (Q,Σε, δ2, q0,F) を考える。初期状態 q0 にあって入力が 1であるとき、
以下を非決定的に動作する：

•1を読んで状態 q1 に遷移
•入力を読まずに状態 q2 にスライドし、入力 1を読んで状態 q3に遷移
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•入力を読まずに状態 q2 にスライドし、さらに入力を読まずに状態 q4 にスライ
ドし, 入力 1を読んで状態 q5 に遷移

•状態 q1, q3 は入力がなくとも ε-動作する。

q0start

q1

q2

q3

q4

q5

1 1 1
ε

ε ε

ε

図 2.14 ε-NFAの例 Mε2.

演習 2.13例 2.7 の Mε2(図 2.14）における Σε に関する状態遷移関数 δε2 の状態遷移
表が次の表で与えられていることを確かめなさい

δε1 1 ε

初期 q0 {q1} {q2}

q1 φ {q2}

q2 {q3} {q4}

q3 φ {q4}

q4 {q5} φ

受理 q5 φ φ

演習 2.14図 2.14のMε2 は状態 q0 から入力 1で遷移する状態集合が {1, 11, 111}であ
ることから、言語 {1, 11, 111}を受理することを確かめなさい。

2.3.2 ε-閉包

定義 2.9状態 p ∈ Qから ε-動作だけで到達可能な状態集合 E(p)を ε-閉包と呼び、次
で定義する。

E(p) =
{
状態 pから ε-動作だけで遷移できる状態集合

}
.

p ∈ E(p) に注意する。ε-閉包は部分集合 Q′ ⊆ Q 上に拡張でき、部分集合
Q′ = {q1, . . . , qk}の ε-閉包を

E
(
{q1, . . . , qk}

)
= E(q1) ∪ . . .E(qk)

18



と定める。
例 2.8例 2.6の図 2.13において

E(q0) = {q0, q1, q2}, E(q1) = {q1, q2}, E(q2) = {q2}.

例 2.9例 2.7の図 2.14において

E(q0) = {q0, q2, q4}.

2.3.3 ε-NFAの状態遷移関数の拡張

節 2.3.1 で、ε-動作だけで到達可能な状態集合として ε-閉包を定義した。ε-NFA
の動作として、状態 pから入力 w ∈ Σ∗ の道に沿って遷移できるすべての状態集合
を δ∗εNFA(q,w)と表せるように、状態遷移関数 δεNFA を Q×Σ∗から 2Qへの関数 δ∗εNFA

として拡張する。
定義 2.10 (ε-NFAの状態遷移関数の拡張)ε-NFA Mε = (Q,Σε, δεNFA, q0,Fε) において、
状態遷移関数の拡張 δ∗εNFA : Q × Σ∗ → 2Q を次のように定義する：
0) 任意の状態 p ∈ Qに対して

δ∗εNFA(p, ε) = E(p)

1) 任意の状態 p ∈ Q と入力列 w および記号 a ∈ Σに対して、

δ∗εNFA(p,w) = {q1, . . . , qm}, , δεNFA(qi, a) = Qi(⊆ Q)

であるとき、

δ∗εNFA(p,wa) = E
Ä

Q1 ∪ . . . ∪Qm
)
.

さらに、ε-NFAの状態遷移関数 δεNFA とその拡張 δ∗εNFA による遷移を状態空間 2Qか
ら 2Qへ一般化して次のように定める。

δεNFA({p1, . . . , pk}, a) = δεNFA(p1, a) ∪ . . . ∪ δεNFA(pk, a),

δ∗εNFA({p1, . . . , pk},w) = δ∗εNFA(p1,w) ∪ . . . ∪ δ∗εNFA(pk,w).
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特に、状態 p ∈ Qから 1文字入力 a ∈ Σに対する δεNFA と δ∗εNFA の挙動は次のよう
になる。

δ∗εNFA(p, a) = δ∗εNFA(p, εa) = E(δεNFA(δ∗εNFA(p, ε), a) = E(δεNFA(E(p), a))

, δεNFA(p, a).

すなわち、δ∗εNFA(p, a)は qから a ∈ Σをラベルに持つ道 (途中に εをラベルに持つ辺
を含んでもよい)を通って到達できる状態の集合で、δεNFA(p, a)は pからラベル aの
辺で直接到達できる状態集合である。
このように、ε-動作のない NFA（定義 2.6）の状態遷移関数 δNFA の拡大 δ∗NFA と
は異なり、文字列には任意の位置に空文字 ε を挿入することができるため、ε-動作
付き NFAでは状態遷移関数 δεNFAとその拡大 δ∗εNFAとは区別して考えねばならない
（[10, p53、図 2.38]にわかり易い図が掲載されている）。
例 2.10例 2.6の図 2.13において

δ∗1(q0, ε) = E(q0) = {q0, q1, q2},

δ∗1(q0, 0) = E(δ1(δ∗1(q0, ε), 0))

= E(δ1({q0, q1, q2}, 0))

= E(δ1(q0, 0) ∪ δ1(q1, 0) ∪ δ1(q2, 0))

= E({q0} ∪ φ ∪ φ)

= E({q0}) = {q0, q1, q2}.

δ∗1(q0, 1) = {q1, q2}, δ
∗

1(q0, 2) = {q2},

δ∗1(q1, 0) = φ, δ∗1(q1, 1) = {q1, q2}, δ
∗

1(q1, 2) = {q2},

δ∗1(q2, 0) = φ, δ∗1(q2, 1) = φ, δ∗1(q2, 2) = {q2},

δ∗1(q0, 12) = E(δ1(δ∗1(q0, 1), 2))

= E(δ1({q1, q2}, 2))

= E({q2}) = {q2}.

演習 2.15例2.7の図2.14与えられるε-NFAにおいて、δ∗2(q0, ε), δ∗2(q0, 1), δ∗2(q1, ε), δ∗2(q1, 1), δ∗2(q2, ε), δ∗2(q2, 1),
δ∗2(q3, ε), δ∗2(q3, 1), δ∗2(q4, ε), δ∗2(q4, 1), δ∗2(q5, ε), δ∗2(q5, 1)および、δ∗2(q0, 11), δ∗2(q2, 11), δ∗2(q4, 11), δ∗2(q0, 111)

などを求めなさい。
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定義 2.11 (ε-動作付き NFAの受理)ε-動作付き NFA Mεが文字列 w ∈ Σ∗εを受理する
とは、δεNFA を ε-閉包を使って拡張した状態遷移関数 δ∗εについて

δ∗εNFA(q0,w) ∩ Fε , φ

のときである。この ε-NFA Mεが受理する言語 L(Mε)を

L(Mε) = {w ∈ Σ∗ε | δ
∗

εNFA(q0,w) ∩ Fε , φ}

で定義する。
以下、ε-NFAの Σε 上の文字列上の状態遷移関数 δεNFA の Σε 上の動作は上記の定
義 2.10のように考える。このとき、誤解のない範囲で δεNFA と δ∗εNFA と区別するこ
となく、同一の表記 δεNFA を使うことがある。
演習 2.16言語受理機械の能力を考えてみよう。入力アルファベット Σ を固定した
とき、ε-NFAが受理できる言語集合全体 ε-NFA(Σ) = {L(Mε) |Mεは Σε上の ε-NFA}
を考える。 ε-NFA(Σ) は NFA が受理する正規言語集合の全体 NFA(Σ) =

{L(M) |Mは Σ上の NFA}よりも大きいのだろうか。

NFA(Σ) ( ε-NFA(Σ) (は真部分集合.

2.3.4 ε-動作を除去した等価な NFA

ε-NFA から ε-動作を除去して、同じ言語を受理する NFA を構成することができ
る。次の定理 2.3 から、ε-動作付き非決定有限オートマトンの言語受理能力は非決
定有限オートマトンの受理能力と同等であることがわかる。
定理 2.3言語 Lが ε-NFA Mε = (Q,Σε, δεNFA, q0,Fε)で受理されるとする。このとき、
Lを受理するMεと等価な ε動作を持たない NFA M′ = (Q,Σ, δ′NFA, q0,F′NFA)を構成
することができる。

証明 Mεの状態遷移関数 δεNFA : Q × Σε → 2Q を定義 2.10で Σ∗ε上に拡張した
δ∗εNFA : Q × Σ∗ε → 2Qを使って、目的の NFA M′の δ′NFA : Q × Σ → 2Qを次のように
定める。

δ′NFA(p, a) = δ∗εNFA(p, a), p ∈ Q, a ∈ Σ

= E
( ⋃

q′∈E(p)

δεNFA(q′, a)
)
.
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また、M′の受理状態 F′NFAを次にように定める。

F′NFA =

F ∪ {q0} iff cl(q0) ∩ Fε , φ

F iff cl(q0) ∩ Fε = φ.

こうして定義した NFA M′ = (Q,Σ, δ′NFA, q0,F′NFA)が受理する Σ上の文字列集合

L(M′) = {w ∈ Σ∗ | δ′NFA(q0,w) ∩ FNFA , φ}

を考える。構成の仕方から

∀w ∈ L(Mε)⇒ w ∈ L(M′

NFA)⇔ ∀w′ ∈ L(M′

NFA)⇒ w′ ∈ L(Mε).

したがって、L(Mε) = L(M′

NFA).
�

例 2.11例 2.6で取り上げた ε-NFA Mε1を、定理 2.3に従って構成した、ε-動作を除去し
た等価な非決定有限オートマトン MNFA1 = (Q = {q0, q1, q2},Σ = {0, 1, 2}, δ′NFA1, q0,F′1})

を図 2.15およびその状態遷移表を表 2.8に示した。

q0start q1 q2

0 1 2

0, 1

0, 1, 2

1, 2

図 2.15 例 2.6（17ページ）のMε1 と等価な ε-動作を除去した NFA MNFA1.

δ′NFA1 0 1 2

初期/受理 q0 {q0, q1, q2} {q1, q2} {q2}

q1 φ {q1, q2} {q2}

受理 q2 φ φ {q2}

表 2.8 例 2.6から ε-動作を除去した NFAの状態遷移表
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演習 2.17例 2.7で取り上げた ε-NFA Mε2 について、ε-動作を除去して等価な非決定
有限オートマトン MNFA2 = (Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5},Σ = {1}, δ′NFA2, q0,F′2)を図示し、
その状態遷移表を与えなさい。
演習 2.18次の 1Oから 5Oの ε-NFAから ε-動作を除去して等価な NFAを構成しなさい
[15, p.111, 例題 4.40]。

1O

q0start q1

1
0

ε 2O

q0start q1

0, 1
ε

1

3O

q0start q1

q2

1

0

1

0

1
ε

4O

q0start q1 q2

q3

ε
ε

1

10

5O

q0start q1 q2

q3 q4

q5

0 0

1

ε 1

ε
0

0

1

1
ε

2.4 出力のある順序機械

有限機械の状態と入力との組によって次の状態と出力が決まる機械を順序機
械 (sequential machine) という。順序機械は入力記号列から出力記号列への変換器
(transducer) と考えることができ、以下で説明するようにミーリー機械とムーア機
械の 2種類がある。この 2つは互いに他方の機械に変換できるという意味で同等で
あることがわかる。
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2.4.1 Mealy機械

定義 2.12 (Mealy機械)有限状態集合 Q、入力アルファベット Σ、状態遷移関数
δ : Q × Σ → Q、出力関数 λ : Q × Σ → ∆および初期状態 q0 ∈ Qについて、入力列
x ∈ Σ∗で到達する状態が δ(q0, x) = pであるとき入力列 xaの出力が

Oλ(xa) = λ(δ(q0, x), a)

で定まる順序機械をMealy機械 M = (Q,Σ, δ,∆, λ, q0) と称する。
状態遷移関数 δ を Q × Σ∗ 上の関数に拡張したのと同様に、出力関数 λ を
λ : Q × Σ∗ → ∆∗に次のように再帰的に拡張しておく。

λ(q, ε) = ε q ∈ Q

λ(q, ax) = λ(q, a)λ(δ(q, a), x) q ∈ Q, a ∈ Σ, x ∈ Σ∗.

a ∈ Q, b ∈ ∆に対して状態遷移 δ(p, a) = qと出力が λ(p, a) = bによって一意に定まる
ように、状態 pとそれへの入力 aおよび出力 b付き状態遷移 qとの関係を図 2.16に
ように描く。

p q

a/b

図 2.16 Mealy機械。状態 pから入力 a ∈ Σに応じて qへと遷移する際に出力 b ∈ ∆を生じる

例 2.12次の状態遷移表 2.9は、状態 Q = {p, q}、入力 Σ = {0, 1}、出力 ∆ = {0, 1}を持
つMealy機械 Mλを定義する。Mλは図 2.17にように描くことができる。

遷移先 出力
状態 入力 入力

0 1 0 1

p p q 0 0
q p q 0 1

表 2.9 Mealy機械Mλの状態遷移表

24



p

start

q

1/0

0/0

0/0 1/1

図 2.17 Mealy機械Mλ.

この Mealy 機械 Mλ に入力記号列 0101110 . . . を入力したときの状態遷移とその
出力は次のようになる。

入力 0 1 0 1 1 1 0 …

状態 p p q p q q q p …
出力 0 0 0 0 1 1 0 …

2.4.2 ムーア機械

定義 2.13 (Moore機械)有限状態集合 Q、入力アルファベット Σ、状態遷移関数
δ : Q × Σ → Q、状態出力関数 µ : Q → ∆とする。このとき、初期状態 q0 ∈ Qにつ
いて、入力記号列 x ∈ Σ∗の出力 Oτ(x)が再帰的に

Oτ(ε) = τ(δ(q0, ε) = τ(q0)

Oτ(x) = τ(δ(q0, x))

で与えられる順序機械をMoore機械 M = (Q,Σ, δ,∆, τ, q0) と称する。
a ∈ Q, b,c ∈ ∆として、状態出力 τ(p) = b, τ(q) = cのある状態遷移 δ(p, a) = qが一
意に定まる出力付き状態 pと qとの関係を図 2.18にように描く。

p/b q/c

a

図 2.18 Moore機械。出力 bを持つ状態 pが入力 a ∈ Σによって出力 cを持つ qへ遷移する
（p, q ∈ Q, b, c ∈ ∆。

例 2.13次の状態遷移表 2.10は、状態 Q = {r, s, t}、入力 Σ = {0, 1}、出力 ∆ = {0, 1}を
持つMoore機械 Mµを定義する。Mµは図 2.19にように描くことができる。
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遷移先
状態 入力 出力

0 1

p p q 0
q p q 1

表 2.10 Moore機械Mµの状態遷移表

r/0

start

s/0

t/1

1

0

0

10

1

図 2.19 Moore機械Mµ.

この Moore 機械 Mµ に入力記号列 0101110 . . . を入力したときの状態遷移とその
出力は次のようになる。

入力 ε 0 1 0 1 1 1 0 …

状態 r r s r s t t r …
出力 0 0 0 0 0 1 1 0 …

2.4.3 順序機械としての有限オートマトン

出力が 0 と 1 のような 2 値 ∆ = {0, 1} だけを持ち、ある入力記号列を入力し終
わった段階で 1または 0を出力する順序機械を考える。この順序機械は、入力記号
列を読み込んで 1 が出力されたら入力を受理 (accept) し、0 が出力されたら入力列
を受理しないと判定する認識機械と見なすことができる。
実際、状態出力関数 τ(q) = {0, 1}(q ∈ Q)を持つMoore機械M = (Q,Σ, δ, {0, 1}, τ, q0)

を考える。出力 1を持つ状態を受理状態、出力 0を持つ状態を非受理状態としたと
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き、受理状態の集合 F ⊆ Qを

F = {p ∈ Q | τ(p) = 1}

で定める。x ∈ Σ∗を入力列としてMに与え、初期状態 q0 から開始して文字列を読
み込みながら最後に達した状態で 1または 0の出力に応じて入力 xを受理するか否
かを定める認識するMoore機械が有限オートマトン (Q,Σ, δ, q0,F)に他ならない。

2.4.4 Mealy機械とMoore機械の同等性

例に挙げたMealy機械MλとMoore機械Mmuの入力入力記号列 0101110 . . . に対
する状態と出力を並べてみると、それらの出力は初期状態 q0に関する出力 (0)を除
いてずらすと同じであることがわかる。

入力 ε 0 1 0 1 1 1 0 …

Mλの状態 p p q p q q q p …
Mλの出力 0 0 0 0 1 1 0 …

Mµの状態 r r s r s t t r …
Mµの出力 (0) 0 0 0 0 1 1 0 …

このことは一般的に成立し、初期状態に対する空文字 ε入力に対する出力を除い
て、任意の入力文字列に対して Mealy 機械と Moore 機械とが同じ出力文字列を生
成するように相互変換できることが次の 2 つの定理からわかる [10, p.19]。この意
味においてMealy機械とMoore機械は同等である。
定理 2.4与えられたMealy機械から、初期状態 q0 に対する空文字 ε入力に対する出
力を除いて、同じ出力列を生成するMoore機械を構成することができる。

証明 まず、例 2.12の Mealy機械のように遷移先途中で出力される出力が各遷
移先ごとに同じになっている場合、つまり図 2.20 のような “各状態 q に対してそ
こへの遷移途中の出力がすべて同一の b” である場合に、状態だけから定まる出力
関数 µ : Q → ∆を µ(q) = bで定義して目的のMoore機械Mµが構成できることを
示す。
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a1/b

a2/b

...

am/b

q ⇒

a1/b

a2/b

...

am/b

q/b

図 2.20 Mealy機械Mλの各状態 qに対して、そこへの遷移途中の出力がすべて同じ bであ
るときのMoore機械Mµへの変換

図 2.21のMealy機械Mλ′ は、以上の手順によって例 2.13のMoore機械（図 2.19）
に変換することができ、初期状態 q0 に対する出力を除いて全ての入力列に関して
同じ出力列を発生する。

r

start

s

t

1/0

0/0

0/0

1/10/0

1/1

図 2.21 Mealy機械Mλ′ は例 2.13のMoore機械（図 2.19）と初期状態からを除いて同じ出
力を持つ

次に、一般のMealy機械で遷移途中の出力は遷移先が同じでも、図 2.22の左側の
ように、遷移状態事に同じ出力とはならない場合でも、初期条件についての出力を
除いて等価な Moore 機械が構成できることを示す。任意の Mealy 機械 Mλ に対し
て、以下の手続きに従って状態を増やすことによって、Mλの同じ出力列を発生し、
各遷移先状態事に同じ出力となるような Mealy 機械 Mλ′ を作ることが可能である。
図 2.22の左のMealy機械Mλは、ある状態 qに遷移する途中で出力される記号が

b1, b2, . . . , bn の n 種類ある様子を示している。このとき、遷移先状態 q をその途中
の出力記号に応じて n個の状態 q1, q2, . . . , qn に置き換えて、遷移先状態 qi への途中

28



出力がみな同じ bi になるようにする。ただし、各 qi から入力に応じて遷移する先
は、図 2.22の右にように、元の qの遷移先と同じ状態とする。
したがって、一般のMealy機械Mλに対して、各 qiからの各遷移先途中について
も図 2.22 の変換と同様な手順を繰り返すことによって、各状態遷移途中の出力記
号がみ Mealy機械Mλ′ を構成し、次いで図 2.20の変換によって Mealy機械Mλ′ を
目的のMoore機械に変換することができる。

a1/b1

a2/b2

...

am−1/bn

am/bn

q ⇒

a1/b1

a2/b2
q1

...
...

am−1/bn

am/bn

qn

図 2.22 一般のMealy機械Mλと同値なMealy機械Mλ′ への変換

例 2.12のMealy機械Mλ（図 2.17）では、状態 qに遷移する途中の出力は 0と 1の
2種類ある。上の手順にしたがって、状態 qを途中出力 0を持つ状態を q(0)に、途中
出力 1を持つ状態を q(1)として 2状態に置き換えて、図 2.23のMealy機械Mλ′′ が得
られる。集合 Q = {p, q(0), q(1)}から Q′′ = {r, s, t}への同型対応 p 7→ r, q(0) 7→ s, q(1) 7→ t

によって、Mλ′′ は図 2.21 の Mealy 機械 Mλ′ と同型になり、結果として例 2.13 の
Moore機械Mµが得られる。

29



p

start

q(0)

q(1)

1/0

0/0

0/0

1/10/0

1/1

図 2.23 例 2.12 の Mealy 機械 Mλ（図 2.17）と等価な Mealy 機械 Mλ′′。Mλ′′ は例 2.13 の
Moore機械（図 2.19）と初期状態からを除いて同じ出力を持つ。

�

定理 2.5与えられたMoore機械から、初期状態 q0 に対する空文字 ε入力に対する出
力を除いて、同じ出力列を生成するMealy機械を構成することができる。

証明 Moore機械M = (Q,Σ, δ,∆, µ, q0)の各状態 q ∈ Qに関する出力 b = µ(q)に
対応して、入力 aよって qに遷移する際の出力関数を λ(q, a) = bで定義したMealy
機械M′ = (Q,Σ, δ,∆, λ, q0)を構成すればよい。 �

順序機械Mの 2つの状態 sと tに対して、どんな入力にたいしても同じ出力が得
られるとき、この 2 状態は等価 (equivalent) という。つまり、等価な 2 状態は区別
する必要がなく 1 つに結合でき、状態 t をそれと等価な状態 s に付け替え、状態 t

を省略して得られる（状態数が 1 つ減った）機械 M′ は元の機械と同じ入出力特性
をもつ。与えられた機械の状態に等価な状態があるとき、総合してより少ない状態
数を持つ機械に変換する操作を簡単化 (simplification)という。
互いに同型な Mealy機械Mλ′（図 2.21）の状態 sと tおよびMλ′′（図 2.23）の状
態 q(0) と q(1) とは、入力 0 または 1 について同じ出力と同じ状態遷移するために等
価であり、図 2.17 の Mealy 機械 Mλ に簡単化することができることに注意しよう
（Myhill-Nerodeの定理 4.6（66ページ）参照）。
演習 2.19入力 Σ = {a, b}と出力 ∆ = {x, y, z}を持つ図 2.24および図 2.25のMealy機
械から、初期状態に対する空文字 ε入力に対する出力を除いて、同じ出力列を生成
するMoore機械をそれぞれ構成しなさい [15, p.87]。
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q0start q1

q2 q3

b/x

a/y

b/x

a/zb/z

a/x

b/z

a/x

図 2.24 Mealy機械. δ(q0, a) = q3, δ(q2, a) = q1, δ(q3, b) = q0, δ(q1, b) = q2.

q0start q1

q2

a/x

b/y

b/x

a/ya/z

b/z

図 2.25 Mealy機械
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第 3章 正規表現

3.1 正規集合の演算

定義 3.1アルファベット Σ上の有限オートマトン M = (Σ,Q, δ, q0,F)が受理する語
の集合を正規集合（regular set）と称する。
正規集合の族

R(Σ) = {L(M) |M = (Σ,Q, δ, q0,F)は有限オートマトン}

は集合演算 ∩,∪ および補集合 c のもとで Bool代数をなすことがわかる。このた
めには次の 2つの補題が成り立つことを見ればよい。
補題 3.1正規集合 L ⊆ Σ∗の補集合 Lc = Σ∗ − Lは正規集合である。

証明 Lを受理する DFAをM = (Σ,Q, δ, q0,F)とする。受理状態集合 Fの補集合
を改めて受理状態とする DFA Mc = (Σ,Q, δ, q0,Q − F)を考えると

L(Mc) = Σ − L(M)

となる。 �

補題 3.2L1,L2 ⊆ Σ
∗を正規集合とする。このとき

(1)L1 ∪ L2 は正規集合である。
(2)L1 ∩ L2 は正規集合である。

証明

(1)Mi = (Σ,Qi, δi, qi
0,Fi)を言語 Li を受理する DFAとする（i = 1, 2）。このとき次
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で定義される DFA M∪ = (Σ,Q1 ×Q2, δ, (q1
0, q

2
0),F∪) を考える。

δ((q1, q2), a) = (δ1(q1, a), δ2(q2, a)), q1
∈ Q1, q2

∈ Q2, a ∈ Σ

F∪ = F1 ×Q2 ∪Q1 × F2.

このとき、

L(M∪) = L(M1) ∪ L(M2) = L1 ∪ L2

であることが確かめられる。実際、入力文字列の長さに関する帰納法に
よって、

δ((q1, q2), ε) = (q1, q2) = (δ1(q1, ε), δ2(q2, ε))

および長さ n以下の語 xに対して

δ((q1, q2), x) = (δ1(q1, x), δ2(q2, x))

より、

δ((q1, q2), ax) = δ(δ(q1, q2), a), x))

= δ((δ1(q1, a), δ2(q2, a)), x)

=
(
δ1(δ1(q1, a), x), δ2(δ2(q2, a)), x

)
=
(
δ1(q1, ax), δ2(q2, ax)

)
これより、

x ∈ L(M∪)
 δ((q1
0, q

2
0), x) ∈ F∪



(
δ1(q1

0, x), δ2(q2
0, x)

)
∈ F1 ×Q2 ∪Q1 × F2


 δ1(q1
0, x) ∈ F1 or δ2(q2

0, x) ∈ F2


 x ∈ L(M1) ∪ L(M2)

これより (1)が示された。
(2)次に DFA M∩ = (Σ,Q1 ×Q2, δ, (q1

0, q
2
0),F∩)を

F∩ = F1 × F2
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として同様の議論をして (2)が示される。

�

これらの補題から、次の定理が得られる。
定理 3.1アルファベット Σ 上の正規集合の族 R(Σ) は集合演算 ∪,∩ および c に関し
てブール代数をなす。

3.2 正規集合の同値類

Σ 上の正規集合は同等な命題によって特徴付けることができる。Σ∗ 上の関係
Rが

x, y ∈ Σに対して xRy⇒任意の z ∈ Σ∗に対して xzRyz

を満たすとき、関係 Rは右不変（right invariant）という。Σ∗ 上の同値関係 Rの同
値類の数が有限であるとき、Rは有限指数（finite index）を持つという。このとき、
正規集合は次のMyhill-Nerodeの定理（節 4.6）が成立する。この意味とその応用に
ついては、節 4.1の正規集合の等価性の問題で詳しく取り上げる。
定理 3.2 (Myhill-Nerode)Σ 上の言語 L に対して定義される右不変な同値関係を RL

とするとき、以下の命題は互いに同等である。ここで、同値関係の指数とはその同
値類の濃度 (集合の要素数）である。

(1)Lは正規言語（有限オートマトンの受理集合）である。
(2)Lは、有限指数を持つ右不変な同値関係 Rのその幾つかの同値類の直和として
表される。

(3)同値関係 RLの指数は有限である。

3.3 正規表現

FAが受理する正規言語はどのように表現されるだろか。一般に機械Mが与えら
れたとき、M によって受理される言語は無限個の語からなる。以下で見るように、
もし M が有限オートマトンであるとき、M によって受理される正規言語（一般に
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無限個の語からなる）は有限的な表現によって表されるという著しい特徴がある。
この表記法が正規表現である。
注意 3.1テキスト処理においてしばしば利用される正規表現とは、指定する文字列
パターンを正規表現で表して、そのパターンがテキストの部分文字列にマッチする
（パターンを factor として持つ）かを判定し、目的の処理を行うための作業を意味
する用語である。文字列照合については、第 5章で考えた。
もしテキスト全体が正規表現されているならば、テキストはある有限オートマト
ンで受理されることになるが、プログラミングのソースコードや自然言語は有限
オートマトンでは受理できない。
定義 3.2 (正規表現)アルファベット Σ上の正規表現 (regular expression)を次のよう
に演算 +と連接および Kleene閉包 ∗を使って再帰的に定義する。

(1)φは正規表現で、それが表す集合は空集合である。
(2)εは正規表現で。それが表す集合は {ε}である。
(3)Σの各要素 aに対して aは正規表現で、それが表す集合は {a}である。
(4)αと βが言語 Aと Bを表す正規表現のとき、(α + β)は正規表現で、それが表
す集合は A ∪ B. (αβ) は正規表現で、それが表す集合は AB。(α∗) は正規表現
で、それが表す集合は A∗.

(5)上記 (1)(2)(3) の正規表現から出発し、(4) の演算を有限回適用して得られる表
現のみが Σ上の正規表現である。

2 つの正規表現 R,S が R = S であるとは、それらの表す集合が一致することで
ある。
例 3.1正規表現 00は集合 {00}を表し、正規表現 (0 + 1)∗ は、0と 1からなる任意の
文字列集合を表す。

(0 + 1)∗00(0 + 1)∗は 00を含む 0と 1からなる文字列全体、(1 + 10)∗は、空列およ
び 1で始まり 2つ連続した 0を含まない 0と 1からなる文字列全体を表す。
また、(0 + 1∗)∗ = (0 + 1)∗であることは Kleene閉包の定義からわかる。
命題 3.1 (正規表現の性質)正規表現 α,β,γ を正規表現とするとき、以下が成立
する。

(1)交換律 α + β = β + α
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(2)結合律 α + (β + γ) = (α + β) + γ, α(βγ) = (αβ)γ

(3)分配律 α(β + γ) = αβ + αγ, (α + β)γ = αγ + βγ

(4)ベキ等律 α + α = α
(5)単位元 α +φ = α, αφ = φ, αε = εα = α
(6)φ∗ = ε , φ∗α = α
(7)α∗ = φ∗ + α∗α, α∗ = (φ∗ + α)∗

証明 Salomaa[17] では公理系として挙げている。正規表現と語の連接の定義か
ら示すことができる。

(5)の αφ = φを示そう。言語 A,B,Cに関して言語の連接が分配的であることか
ら A(B ∩ C) = (AB) ∩ (AC). Bと Cに共通の語がなければ ABと ACにも共通の語は
なく、B ∩ C = φは (AB) ∩ (AC) = φとなる。よって、Aφ = φ.

(6) の αφ∗ = α については、Kleene の ∗ 演算の定義から φ∗ = {ε} であること
（Klenne閉包が無限集合でない 2つ例外 φ∗ = εと ε∗ = εの 1つ）に注意するよっ
て、αφ∗ = αε = αである。 �

演習 3.1R,S,Tを正規表現とする。Kleeneの ∗演算について次の等式を示しなさい。

(1)R∗ = (R∗)∗ = R∗R∗ = (ε + R)∗ = ε + RR∗ = ε + R∗R

(2)(R + S)∗ = (R∗S∗)∗ = (R∗S)∗R∗ = R∗(SR∗)∗ = R∗ + R∗S(R + S)∗ = (R∗S)∗ + (S∗R)∗

(3)(RS)∗R = R(SR)∗

(4)(RS + R)∗R = R(SR + R)∗

(5)(R∗S)∗ = ε + (R + S)∗S

(6)(RS∗T)∗ = ε + R(S + TR)∗T

3.3.1 正規表現の閉包性

命題 3.2アルファベット Σ上の正規表現の集合 Rは代数系である。すなわち、正規
表現 R1,R2,Rに対して、和 R1 + R2、連接 R1R2、Kleene閉包 R∗の各演算も正規表
現となって閉じている。また、補集合 Rc = Σ∗ − Rも正規表現である。

証明 正規表現の再帰的定義 3.2から、正規表現の和、連接、閉包演算を行って
も正規表現になっている。
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R を受理する DFA M = (Σ,Q, δ, q0,F) を考えると、Fc = Q − F とする DFA
(Σ,Q, δ, q0,Fc)は Rc を受理し、Rc は正規言語であることがわかる。 �

命題 3.3アルファベット Σ上の正規表現の集合 Rは半環をなす。すなわち、Rは

(1)加法について可換モノイドである。
(2)連接を乗法として非可換モノイドである。
(3)乗法の加法に関する分配律が成立する。

命題 3.4Σ上の正規言語 R1,R2 について、R1 ∩ R2も正規言語である。

証明 集合演算に関する de Morganの法則より、R1 ∩ R2 = (R1 ∪ R2)c. 命題 3.2
より正規言語は集合の和、補集合に関して閉じており、よって R1 ∩ R2も正規表現
である。 �

正規言語の閉包性と対照的に文脈自由言語においては、和集合（∪）および
Kkeen演算（∗）については閉じているが、交わり（∩）および補集合（c）演算につ
いては閉じていない（第??節参照）。

3.4 線形再帰方程式と正規表現

補題 3.3 (Ardenの補題 [16][17])X,S,T が正規表現であり、かつ ε < T のとき、Xに
関する線形再帰方程式は次の一意的解を持つ。

X = S + XT に対して X = ST∗

X = S + TX に対して X = T∗S

証明 言語集合に関する命題 P = {X = S+XT}と Q = {X = ST∗}とが同値である
ことを T = φおよび T , φの場合に分けて示す [15]。

(1)T = φ のとき。任意の言語 L と空言語 φ との連接が Lφ = φL = φ および
φ∗ = {ε}であることから、XT = φより P = {X = S}. 一方、ST∗ = Sε = Sより
Q = {X = S}. よって、P = Q.

(2)T , φのとき。
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まず、Q→ Pを示す。Qであるとき、Pの Xに代入すると、X = S+ST∗T =

S(ε + T∗T) = ST∗となり、Pは Qに一致。
次に P → Qを示す。つまり、Pであるとき ST∗ ⊂ Xかつ X ⊂ ST∗を示すこ

とによって X = ST∗ であることを証明し、そのことから Qが成立することを
示す。
(a) Pであることより、S ⊂ X, XT ⊂ X である。これより、ST ⊂ XT ⊂ X. した
がって ST2

⊂ XT となって、ST2
⊂ XT ⊂ X. これを繰り返すと、ST∗ ⊂ X

が得られる。
(b) Xに含まれ ST∗に含まれない集合 K ≡ X−ST∗が K , φと仮定する。Kに
属する最短の語を wとする（当然、w ∈ Xである）。w < ST∗であることか
ら w < S、よって Pであることから w ∈ XT.

T , {ε}より、wはある u ∈ Xおよび v ∈ T を使って

w = uv ただし、|u| < |w|

と書ける。しかし一方、wは K ⊂ X の最短の語であるので、|u| < |w|で
ある u は u < K であるので、u ∈ ST∗ でなければならない。これより、
w = uv ∈ (ST∗)(T) = ST∗T ⊂ ST∗. したがって、w ∈ ST∗であることになっ
て、仮定 w < ST∗に矛盾する。すなわち、K = X = ST∗ = φ、X ⊂ ST∗がわ
かった。

(a), (b)より X = ST∗が示され、P→ Qが証明された。

�

例 3.2アルファベット Σ = {0, 1}上の正規表現に関して、次の X,Y に関する線形再
帰方程の解を求めてみる [15, p.100]。

(1)X = 00 + 11 + X0 + X1

(2)X = 01 + X0∗1

(3)X = 0 + X1∗01 + Y1(01)∗, Y = X1

(4)X = 11∗0 + X01 + Y1, Y = 11∗ + X0 + Y1

補題 3.3と Kleene演算に関する演習 3.1を使う。正規表現の表式は語の集合である
ことに注意する。
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(1)(00 + 11)(0 + 1)∗

(2)01(0∗1)∗ = 01(ε + 0∗1(0∗1)∗) = 01 + 010∗1(0∗1)∗ = 01 + 01(0∗1)∗ = 01 + (0∗1)∗

(3)Y = X1を代入すると、解くべき方程式 X = 0 + X(1∗01 + 11(01)∗)を得る。これ
より、X = 0(1∗01 + 11(01)∗)∗, Y = 0(1∗01 + 11(01)∗)∗1

(4)Y = (11∗ + X0) + Y1として Y について解くと、Y = (11∗ + X0)1∗ = 11∗ + X01∗を
得る. これを Xの方程式に代入して、X = 11∗0 + 11∗1 + X(01 + 01∗1). これを解
いて、X = 11∗(0 + 1)(01 + 01∗1)∗ = 11∗(0 + 1)(01∗1)∗. これを Y の式に代入して、
Y = 11∗(ε + 11∗(0 + 1)(01∗1)∗01∗).

例 3.3図 3.1 の有限オートマトン Ma, Mb, Mc, Md が定める正規表現を求めてみる
[15, pp.101–102]。

Ma
q0

start

q1

ε 0

1

Mb
q0

start

q1

ε 0

0, 1

Mc
q0

start

q1

ε
1

0 0, 1

Md

q0

start

q1

q2

ε
0

0

1

1
1

図 3.1 オートマトンから正規表現を求める

有限オートマトンM = (Σ,Q, δ, q0,F)において、初期状態 q0 から状態 qk ∈ Qに遷
移する入力 x ∈ Σ∗語の集合 Rk がすべて正規表現である。正規言語 {Rk}同士に関す
る再帰方程式を補題 3.3を使って解いて求める正規表現を得る。

a)ここでは簡単に、受理状態 q1に遷移するためには 0回以上の 1が続いた後に 0
である記号列でなければならないと考えて、直ちに 1∗0 を得る。形式的には、
R0 = ε +R01, R1 = R00 を連立させて解く（R0 = ε + 1R0ではないことに注意す
る）。補題 3.3より R0 = ε1∗ = 1∗、よって R1 = R00 = 1∗0.
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b)ここでは簡単に、受理状態 q1に遷移するため 1回の 0の後は 0または 1が 0回
以上現れる記号列でなければならない考えて、直ちに 0(0+ 1)∗を得る。R0 = ε,
R1 = R00+R1(0+ 1)を連立させる。R1 = 0R0 +R1(0+ 1)や R1 = R00+ (0+ 1)R1

などではないことに注意する。R1 = 0 + R1(0 + 1)より、R1 = 0(0 + 1)∗.
c)状態 q0 と q1 に遷移するための正規表現 R0 および R1 は次の関係にある。

R0 = ε + R00, R1 = R01 + R1(0 + 1)

補題 3.3より、R0 = ε0∗ = 0∗. これを R1 の式に代入して、R1 = 0∗1 + R1(0 + 1).
よって、R1 = 0∗1(0 + 1)∗を得る。

d)状態 q0, q1, q2 に遷移するための正規表現 R0,R1 および R2は次の関係にある。

R0 = ε, R1 = R00 + R10, R2 = R01 + R11 + R21

R0 を R1 の式に代入して、R1 = ε0+R10 = 0+R10. 補題 3.3より、R1 = 00∗. こ
れらを R2 の式に代入して、R2 = (1+00∗1)+R21. したがって、R2 = (1+00∗1)1∗.

例 3.4有限オートマトンが受理する言語集合としての正規表現は一意には定まらな
い。図 3.2の有限オートマトンMeが受理する言語の正規表現を考えてみよう。

Me
q0

start

q1

ε 1

1
0 0

図 3.2 正規表現の形は一意的に定まらない

状態 q0と q1 に遷移するための正規表現 R0 および R1は次の関係にある。

R0 = ε + R00 + R11 (1)

R1 = R01 + R10 (2)

式 (1)を R0 = (ε + R11) + R00として、補題 3.3より

R0 = (ε + R11)0∗
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を得て、これを (2)に代入して次を得る。

R1 = (ε + R11)0∗1 + R10 = 0∗1 + R1(10∗1 + 0)

したがって、

R1 = 0∗1(10∗1 + 0)∗. (3)

一方、式 (2)から R1 = R010∗を得て、これを (1)に代入して

R0 = ε + R00 + R010∗1 = ε + R0(0 + 10∗1)

これより、R0 = ε(0+10∗1)∗ = (0+10∗1)∗となる。(2)に代入して、R1 = (0+10∗1)∗1+R10.
よって、

R1 = (0 + 10∗1)∗10∗ (4)

以上から、Me が受理する言語の正規表現として、式 (3)および (4)の異なる表現が
得られた。このように、一般に代入に仕方には任意性があるために、得られる正規
表現は様々になり、さらに、演習 3.1のように Kleene閉包の表し方もいろいろある
ために一意的とはならない。
演習 3.2次の (1)から (6)の DFAが受理する言語の正規表現を求めなさい。

(1)

q0

start

q1

q2

0

1

0

1 1

0

(2)

q0

start

q1 q2

q3

0 0

1

0

1

1

0
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(3)

q0

start

q1 q2

0

0 0

1 1 1

(4)

q0

start

q1 q2

q3

1

0

1

0

1
0

q0

start(5)

q1

q2 q3

1

0

1

0

0 1

1 0

(6)

q0

start

q1

q2

1

0

1

00

1

3.5 DFAと正規表現の同等性

正規表現はそれによって定義される語の集合すなわち言語を表している。言語は
それを受理する機械によって定義されるという観点に沿って言えば、正規表現で
表される言語を受理する機械が存在する（この機械は正規機械というべきもので
ある）。
各正規言語で表される語の集合にはこれを受理する有限オートマトンが存在し、
正規表現で表される言語クラスは有限オートマトンで受理される集合のクラスと完
全に一致する。図 3.3（3ページの図 2.1と同じもの）はこの論理構成を示している。
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NFA

DFA ε-NFA

正規表現

定理 2.2

定理 3.4 定理 3.3

定理 2.3

図 3.3 正規表現で表される言語を受理する DFAが存在する

定理 3.3Rを正規表現とするとき、言語 Rを受理する ε-NFAが存在する。

証明 与えられた正規表現 Rから、言語 Rを受理するただ 1つの最終状態 q f を
有する ε-NFA が構成できることを、正規表現内の演算回数に関する帰納法によっ
て証明する。
[演算回数が 0のとき]
正規表現の定義 3.2から、Rは φ, εまたは a（a ∈ Σ）である。これらに対応する
ε-NFA（DFA）は次の図 (i), (ii), (iii)である。

(i) φ
q0start q f

(ii) ε
q0start

(iii) a
q0start q f

a

[演算回数が i = 1のとき]
i より少ない演算回数を持つ正規表現 R1,R2 について、定理が成立する
と仮定する。このとき、R1,R2 を受理するただ 1 つの受理状態を持つ ε-NFA
M1 = (Σ1,Q1, δ1, q1,F1 = { f1})およびM2 = (Σ2,Q2, δ2, q2,F2 = { f2})が存在する。ただ
し、M1,M2 の状態空間は異なる名前を持つ Q1 ∩Q2 = φとする。
正規表現 Rの形 R = R1 + R2, R = R1R2, R = R∗1 の場合にのそれぞれについて証
明する。

iv)R = R1 +R2 の場合。Q1,Q2 に属さない新たな初期状態 q0と受理状態 f0を加え
て、図のようにM1 とM2 を並列につないで ε-NFA

M = (Σ1 ∪ Σ2,Q1 ∪Q2 ∪ {q0, f0}, δ, q0, { f0})

を構成する。Mは目的の R = R1 + R2 を受理する。
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R = R1 + R2

q0start

q1 M1 f1

q2 M2 f2

f0

ε

ε

ε

ε

v)R = R1R2 の場合。M1 とM2 を図のように直接につないで ε-NFA

M = (Σ1 ∪ Σ2,Q1 ∪Q2, δ, q1, { f2})

を構成する。Mは目的の R = R1R2 を受理する。

R = R1R2

q1start M1 f1 q2 M2 f2
ε

vi)R = R∗1 の場合。Q1,Q2 に属さない新たな初期状態 q0と受理状態 f0を加えて、
M1 を使って図のように ε-NFA

M = (Σ1Q1 ∪ {q0, f0}, δ, q0, { f0})

を構成する。Mは目的の R = R∗1を受理する。

R = R∗1

q0start q1 M1 f1 f0
ε ε

ε

ε

したがって、正規表現 Rが与えられたとき、その正規表現を和と連接および Kleene
演算に分解して以上のアルゴリズムに従って ε-NFA が構成できることが証明で
きた。 �

例 3.5正規表現 1∗(0∗1)∗を受理する ε-NFAを構成する。
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正規表現 1と 0を受理する機械から、1∗ と 0∗1を受理する機械、次いで (0∗1)∗ を
受理する機械を構成し、1∗と (0∗1)∗との連接を受理する ε-NFAを構成すればよい。
各段階で ε-NFAは自動的に生成することができるが、ε動作する状態数が増加して
しまう。ε動作する状態を刈り取ることも考えてみよう。
正規表現 1を受理する機械は次のようになる。

1
start

1

これより、定理 3.3の証明から 1∗を受理する機械が次のように構成できる。

1∗
a

start

b c d
ε

1

ε

ε

ε

同様に考えて、正規表現 (0∗1)∗を受理する機械は次のようになる。

0∗1
0

start

1 2 3 4 5 6
ε ε ε 1 ε

0

ε
ε

ε

ε

したがって、1∗ と (0∗1)∗ を受理する機械を定理 3.3 の証明のように直列につない
で、次の 1∗(0∗1)∗を受理する ε-NFAが構成できる。

1∗(0∗1)∗
a

start

b c d
ε

1
ε

ε
ε

0
ε

1 2 3 4 5 6
ε ε ε 1 ε

0

ε
ε

ε

ε

さて、1∗ を受理する機械として、ε-動作で遷移する状態を減らして次のような機
械は同等である。
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1∗
start

ε ε
1

ε

≡

start

ε

1

≡

start

1

同様に (0∗1)∗ を受理する機械として、て次のように ε-動作で遷移する状態を減ら
した同等な機械を作ることができる。

(0∗1)∗
start

ε
0

1

ε

ε

ε

≡

start
1

ε
0

ε

ε

≡

start
ε

1
0

したがって、1∗(0∗1)∗を受理する次のような ε-NFAを得ることができる。

1∗(0∗1)∗
α

start

β γε
ε

1
1 0

この例からわかるようにある正規表現を受理する ε-NFA が多数存在する。その
中で状態数を減らして機械を簡素化するために、ここでは個別に工夫した。
節 4.6.1 では、ある言語を受理する可能な限り状態数を減らした最小の機械を考
える。
定理 3.4言語 Lが DFAで受理されるとき、Lは正規表現で表される。

3.6 正規言語の反復補題

補題 3.4 (正規言語の反復補題)正規言語 L に対して次の条件を満たす定数 nL が存
在する。長さ nL 以上の L 内の語 z は次の条件を満たすように z = uvx と分解で
きる。

(1)|uv| 5 nL,
(2)|v| = 1,
(3)任意の i = 0について、uvix ∈ L.

この定数 nLは、Lを受理する最小（状態数が最も少ない）の有限オートマトンの状
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態数を越えない。

証明 言語 Lが決定性有限オートマトン M = (Q,Σ, δ, q0,F)により受理されると
する。ただし、M を L を受理する最小状態を有するように選んでおく。M の状態
数を nL = |Q|とする。長さ nL以上の語 z = a1a2 . . . am(m = nL)がMで受理されると
したとき、その状態遷移は

δ(ai, pi−1) = pi 1 5 i 5 m, ai ∈ Σ

となる。ただし、p0 = q0, pm ∈ Fである。この状態遷移列 p0, p1, . . . , pm のはじめの
nL + 1 の状態 p0, p1, . . . , pnL を考えると、これに登場する状態数は高々 nL 個しかな
く鳩ノ巣原理より、すくなくともある状態 qLが次のように 2回は現れる：

pn1 = pn2 = qL, 0 5 n1 < n2 5 nL

このとき、z = uvxと分解するように u = a1 . . . an1 , v = an1+1 . . . an2 , x = an2+1 . . . am と
おけば

p0
u
→ pn1

v
→ pn2

x
→ pm

のように状態遷移する。このとき、M では同じ状態間を遷移させる語 v を任意回
数 i = 0繰り返す状態遷移経路が可能で、これらはすべて Lの属する語となる。 �

演習 3.3正規言語に関する反復補題をつかって、記号 a, bからなる言語

L1 = {akbk
| k = 0}

は正規言語でないことを示しなさい。
演習 3.4正規言語に関する反復補題をつかって、a の列で長さが完全平方である語
全体からなる言語

L2 = {ak2
| k = 1}

は正規でないことを示しなさい。
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第 4章 オートマトンの等価性

4.1 等価性の問題

DFA M = (Q,Σ, δ, q0,F) が受理する言語 L(M)は

L(M) = L(q0) = {x ∈ Σ∗ | q0

x
⇒
∗

M
r, r ∈ F}

と書いて初期状態 q0 から受理状態に遷移する入力記号列 x 全体と見なすのであっ
た。任意の状態 p ∈ Q に対しても、p から受理状態に遷移する入力記号列の集合
L(p)

L(p) = {y ∈ Σ∗ | p
y
⇒
∗

M
r, r ∈ F}

を定めることができる。
ところで、機械 M が与えられるとこれが受理する言語 L(M) が定まるのである
が、異なる機械 M1 と M2 が与えられたとき、それらが受理する言語 L(M1) および
L(M2) が同じであるのかどうかは直ちに明かではない。また、与えられたオートマ
トンであっても、状態の数を減らす簡略化または最小化によって、元のオートマト
ンと同じ言語を受理する機械を構成できるかどうかも興味深い。
こうして、異なる機械であっても同じ言語を受理するかどうか、機械を簡略化し
て同じ言語を受理するようにするなど、機械の等価性が問題になる。
定義 4.1 (DFAの等価性)2つのDFA M1 = (Q1,Σ1, δ1, q10,F1)とM2 = (Q2,Σ2, δ2, q20,F2)

に対し L(M1) = L(M2)であるとき、M1とM2は等価 (equivalent)といいM1 ≡M2と
記す。L(M1) , L(M2)であるとは、一方に受理されるが他方では受理されない入力
文字列が存在するときで、M1 とM2 は等価でないといいM1 .M2 と記す。
定義 4.2 (状態の等価性)DFA M = (Q,Σ, δ, q0,F)において、任意の 2状態 p, q ∈ Qに
対して、L(p) = L(q)であるとき、2状態は等価であるといい、p ≡ qと記す。
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定義 4.3DFA M = (Q,Σ, δ, q0,F)において適当な入力列 x ∈ Σ∗が存在して

q0

x
⇒
∗

M
p

であると、pは初期状態 q0 から到達可能 (reachable)という。
到達可能状態の検出（節 4.2）、2つの機械の等価性判定（節 4.3）および状態対の
等価性判定（節 4.4）は、有限オートマトンの最小化（節 4.6.1）を具体的に実施す
るために使われる。
等価性（同値性）は一般に順序機械について定義される。
定義 4.4入力アルファベット Σと出力アルファベット ∆を共有する出力関数 λを持
つ 2つの順序機械 Si = (Qi,Σ, δi,∆, λi, qi

0)（i = 1, 2）とする。
[Mealy機械の状態等価性]
状態 p ∈ Q1 と q ∈ Q2 が等価 p ≡ q（equivalent）であるとは、任意の入力語 x ∈ Σ∗

に対して、その出力列が等しい

λ1(p, x) = λ2(q, x)

ときである。
[Moore機械の状態等価性]
状態 p ∈ Q1 と q ∈ Q2 が等価 p ≡ qであるとは、任意の入力語 x ∈ Σ∗に対して、そ
の出力列が等しい

Oλ1(p, x) = Oλ2(q, x)

ときである。
演習 4.1順序機械の等価性 ≡は同値関係であることを示しなさい。
補題 4.1順序機械 Si において、状態 p ∈ Q1と q ∈ Q2 が等価 p ≡ qであるとき、任意
の入力語 x ∈ Σ∗によって到達する状態もまた等価 δ1(p, x) ≡ δ2(q, x)である。

証明 (Mealy機械の場合) p ≡ qであることから、任意の x, y ∈ Σ∗に対して

λ1(p, x) = λ2(q, x)

λ1(p, xy) = λ2(q, xy)

50



語の長さの帰納法によって次が成立することに注意する。

λ1(p, xy) = λ1(p, x)λ1(δ(p, x), y)

λ2(q, xy) = λ2(q, x)λ2(δ(q, x), y).

したがって

λ1(δ(p, x), y) = λ2(δ(q, x), y)

となって、状態の等価性の定義より δ(p, x) ≡ δ(q, x)を得る。
(Moore機械の場合) p ≡ qであることから、任意の x, y ∈ Σ∗に対して

Oλ1(p, x) = Oλ2(q, x)

Oλ1(p, xy) = Oλ2(q, xy)

語の長さの帰納法によって次が成立することに注意する。

Oλ1(p, xy) = Oλ1(p, x)Oλ1(δ(p, x), y)

Oλ2(q, xy) = Oλ2(q, x)Oλ2(δ(q, x), y).

したがって

Oλ1(δ(p, x), y) = Oλ2(δ(q, x), y)

となって、状態の等価性の定義より δ(p, x) ≡ δ(q, x)を得る。 �

等価性は状態同士でなく順序機械同士の等価性に拡大できる。
定義 4.52つの順序機械 S1,S2 が等価（同値）であるとは、任意の p ∈ Q1 に対して
p ≡ qである q ∈ Q2 が存在し、かつ任意の q ∈ Q2に対して q ≡ pである p ∈ Q1 が存
在するときである。
演習 4.2順序機械 S1,S2 の等価性は同型性ではないことを説明しなさい。等価で
あっても、その状態数 |Q1|と |Q2|は必ずしも同じでない例を挙げなさい。
定義 4.6順序機械M = (Q,Σ, δ,∆, λ, q0)が既約（irreducible）であるとは、p, q ∈ Qに
関して p ≡ qのとき p = qであるときである。
与えられた順序機械については次が成立することがわかっている。
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定理 4.1任意の順序機械Mに対し、M ≡ M′であるような既約機械M′が存在する。

証明 M = (Q,Σ, δ,∆, λ, q0)に対して、[p]を p ∈ Qを代表元とする同値類とす
る。このとき

Q′ = {[p] | p ∈ Q},

δ′([p], a) = [δ(p, a)], quada ∈ Σ,

MがMealy機械のとき λ′([p], a) = λ(p, a),

MがMoore機械のとき Oλ′([p], a) = Oλ(p, a)

と定めると、補題 4.1より p ≡ qのとき δ(p.a) = δ(q, a)であることから

MがMealy機械のとき λ′([p], a) = λ′([q], a)

MがMoore機械のとき Oλ′([p], a) = Oλ′([q], a)

となって、δ′ や λ′ における [p] は代表元 p ∈ Q の選び方によらずに M′ =

(Q′,Σ, δ′,∆, λ′, q′0)はMから一意に決まる順序機械となる。このM′において、任意
の x ∈ Σに対して

[p] ≡ [q]
λ′([p], x) = λ′([q], x) MがMealy機械のとき

Oλ′([p], x) = Oλ′([q], x) MがMoore機械のとき


λ([p], x) = λ([q], x) MがMealy機械のとき

Oλ(p, x) = Oλ′(q, x) MがMoore機械のとき


p ≡ q


[p] = [q]

となって、Mに同値なM′は既約となる。 �

次の定理は既約性の重要性を示す。
定理 4.2既約な順序機械 M = (Q,Σ, δ,∆, λ, q0) の状態数 |Q| は、M と同値な機械
M′ = (Q′,Σ, δ′,∆, λ′, q′0) ≡Mのなかで最小

|Q| = min
{
|Q′|

∣∣Q′はM′
≡Mの状態集合

}
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である。

証明 |Q| > |Q′|とすると、M ≡ M′であることから、p , qかつ p ≡ r, q ≡ rであ
る p, q ∈ Qおよび r ∈ Q′が存在する。同値性から p ≡ qとなり、p , qに注意すると
Mの既約性と矛盾する。 �

定理 4.2 により、順序機械（有限オートマトン）が与えられたとき、それと同等
な最小の状態数を持つ機械を構成するためには既約な機械を見つければよいことが
わかった。

4.2 到達可能状態の検出

到達不可能状態は FA の動作に関与しないため、与えられた FA から到達不可能
な状態とそれから遷移を取り除いて得られる FAは元の FAとは等価である。
初期状態 q0 を到達可能状態検出木の根の名前とし、各入力記号によって根から
遷移する状態を付け加え、既出の名前を持つ頂点からは伸ばさないようにして到達
可能状態検出木を構成する。有限状態機械であるため、この検出木の構成は有限個
の頂点を有する木として完了する。
到達不可能状態は、FA の状態集合 Q から到達可能状態を逐次的に取り出した集
合 R(Q) を決定し、残余 Q\R(Q) の状態として検出できる。このことを保証するの
次の命題が成立する。
命題 4.1初期状態 q0 から任意の入力 x ∈ Σに対し q0

x
⇒
∗

M
pによって一意的に状態 p

へ到達可能である DFA Mについて、Mの到達可能状態はすべて検出できる。この
命題は以下の主張と同等である。
|x| 5 nである任意の入力 x ∈ Σに対して、p0

x
⇒
∗

M
pである状態 pは到達可能状態

検出木内に名前 pを持つ頂点として存在している。

証明 数 nに関する帰納法によって、命題が成立することを証明する。n = 0の
場合、状態 p = q0 は到達可能木の根として存在している。

n = k = 0のときに成立していると仮定して k + 1での成立を示す。|x| = kなる
x ∈ Σ によって遷移した状態を p としたとき、帰納法の仮定から、名前 p を持つ
頂点は到達可能状態検出木の頂点として登場している。長さが k + 1 の入力列
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y = xa ∈ Σに対して δ(p, a) = p′とすると、名前 p′を持つ頂点は名前 pを持つ検出木
の子頂点として検出木に登場していなければならない。したがって、長さ k + 1 の
任意の入力列についての命題が成立していることが示された。

例 4.1図 4.1 左の機械 M において、状態 s には初期状態 q0 からはいかなる入力に
よっても到達することができない。このために Mから状態 sを除去しても Mが受
理する言語が変わることはない。図 4.1 右の機械 M′ は、M から到達不可能状態 s

を取り去って得られる等価な機械である。

M

q0start

r s

t

0

0

0

1

0

1
0

1

≡

M′

q0start

r

t

0

0

0

1

01

図 4.1 Mの到達不可能状態 sを見いだし除去して得られる同じ言語を受理するM′

実際に機械 M の到達不可能状態が s であることを検出するための到達可能状態
検出木は図 4.2 のように構成できる。初期状態 q0 を検出木の根として⓪番目に決
定し、入力 0によって遷移する状態 q0 を①番目、入力 1によって遷移する状態 rを
②番目として決定する。これを続けて、②番目の状態 rから 1で遷移する④番目の
r は既に②で登場しているため、④番目から検出木の枝は伸びない。また、③番目
の状態 tから 0で遷移する⑤番目の tと,1で遷移する⑥番目の rも検出木に既出で
あるので、これ以上の枝を伸ばすことができずに到達可能状態検出木が完成する。
この検出木の頂点から定まる集合が到達可能状態 R(Q) = {q0, r, t}となる。到達不可
能状態は Q = {q0, r, s, t}から到達可能状態を差し引いた Q\R(Q) = {s}として求める
ことができる。
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⓪ q0

① q0 ② r

③ t ④ r

⑤ t ⑥ r

0
1

0
1

0
1

図 4.2 図 4.1 の機械Mの到達可能状態検出木。初期状態 q0 を 0番目の根として、 入力 0,1
によって遷移する状態を下方に伸ばして到達可能状態検出木を構成。0 番目から 6 番目以降
では新たな状態遷移パターン p x

⇒
M

q となる頂点は存在せず、到達可能状態検出木が完成し
て、この検出木の頂点からなる集合として到達可能状態 R(Q) = {q0, r, t}が定まる。

4.3 2つの機械の等価性判定

2つの DFA M1 とM2 が等価であることを判定するアルゴリズムを考えよう。定
義 4.1から、同じ入力アルファベット Σを持つ 2つの DFA M1 = (Q1,Σ, δ1, q01,F1)

とM2 = (Q2,Σ, δ2, q02,F2)が等価M1 ≡ M2で同じ言語を受理する L(M1) = L(M2) で
あるためには、任意の入力列 x ∈ Σ∗に対して

q01
x
⇒
M1

p1 かつ q02
x
⇒
M2

p2

である状態 p1 ∈ Q1 と p2 ∈ Q2 が、共に受理状態 p1 ∈ F1, p2 ∈ F2 であるか、または共
に非受理状態 p1 < F1, p2 < F2 であらねばならない。もし遷移先の状態 p1, p2で片方
が受理状態で他方が非受理状態となるような入力列 xが存在すれば、L(M1) , L(M2)

となってしまう。M1 ≡ M2 であるとき、定義 4.2より共通の入力列による遷移先の
状態 p1 と p2 は等価 p1 ≡ p2 である。
機械 M1 と M2 の等価性判定は、共通の入力列によって到達する状態対について
片方が受理状態、もう一方が非受理状態であるような状況が生じないことを確認す
ればよい。
このために、例 4.1 で到達可能状態検出木を構成したように、以下のようにして
等価性判定木 (comparision tree)を構成する。確認すべき状態対は高々 |Q1| × |Q2|個
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と有限であることから、この手続きは常に完了する。
まず初期状態 q01と q02とは等価 q01 ≡ q02として等価性判定木の根の名前とする。
各入力記号によって根の 2 状態 q01 および q02 から遷移する 2 状態が等価であるこ
とを調べて ≡ 記号で書く。この手続きを続けて新たに遷移した 2 状態が等価であ
ることを調べながら等価性判定木を伸ばしていく。その際、既出の 2状態の等価式
を名前として持つ頂点が現れた場合には、そこからは枝を伸ばさないようにする
と、それ以上新たな 2状態の等価式が生じないような木として等価性判定木が完成
する。
例 4.2図 4.3で与えられる機械M1とM2 の等価性を判定してみよう。

M1

q0

start

q2

q1 q3

0

0 0

0

1
11

1

≡

M2

r0

start

r1

0

1

0 1

図 4.3 M1 とM2 は入力記号 0,1からなる同じ言語を受理する同等な機械

まず、状態 qi に到達する言語の正規表現 Ri に関する連立線形再帰式を考えて、
M1 とM2 で受理される言語の正規表現を求めておこう。M1 については

R0 = ε

R1 = R01 + R10 + R21 + R31

R2 = R00 + R20

R3 = R11 + R30.

R0 = εを使って、R2 について解くことができて R2 = 00∗、これより R3 = R110∗を得
る。よって、R1 = 1 + R10 + 00∗1 + R110∗1. これを解いて、R1 = (1 + 00∗1)(0 + 10∗1)∗

を得る。したがって、R3 = (1 + 00∗1)(0 + 10∗1)∗10∗. これよりM1が受理する言語の
正規表現は R1 + R3 = (1 + 00∗1)(0 + 10∗1)∗(ε + 10∗)で与えられる。
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M2 については

R0 = ε + R00

R1 = R01 + R1(0 + 1).

これを解いて、M2 が受理する言語の正規表現は 0∗1(0 + 1)∗となる。
正規表現に関する関係式、特に Kleeneの閉包演算の性質（演習 3.1）に注目する
と、この 2つの機械が受理する言語の正規表現が一致することを示すことができる
が、見通しが芳しくない。これについては、節 4.6.1 の有限オートマトンの最小化
で、統一的な方法を考えることにする。
さて、図 4.4にあるように、⓪番目の等価式 q0 ≡ r0から入力によって遷移した状
態の等価性（共に受理状態であるか、または共に非受理状態になっている）を調べ
てみると①番目、②番目の等価式を得る。この操作は、以降③番目から⑧番目まで
続けられるが、③、④番目や⑦, ⑧番目からは新たな等価式を生じないことが確認
でき、等価性判定木は⓪番目から⑧番目の頂点を持つ木として構成できる。その結
果、機械M1 とM2の等価性が示される。

⓪ q0 ≡ r0

① q2 ≡ r0 ② q1 ≡ r1

③ q2 ≡ r0 ④ q1 ≡ r1 ⑤ q1 ≡ r1 ⑥ q3 ≡ r1

⑦ q3 ≡ r1 ⑧ q1 ≡ r1

0
1

0
1

0
1

0
1

図 4.4 等価性判定木。図 4.3の機械M1 の初期状態 q0 とM2 の初期状態 r0 を 0番目の等価
性 q0 ≡ r0 として根とし、入力から遷移する等価式を以降同様にして 1番目から 8番目とし
て得られる木からは新たな等価式は生じず、等価性判定木が得られる。

例 4.3M2（図 4.3右）は、次のM3（図 4.5右）とは等価ではないM2 .M3 ことを示
すことができる。
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M2

r0

start

r1

0

1

0 1

.

M3

s0

start

s1

01

0 1

図 4.5 M2 とM3 は入力記号 0,1からなる異なる言語を受理する機械

図 4.6 のように、機械 M2 の初期状態 r0 と M3 の初期状態 s0 を 0 番目の等価式
r0 ≡ s0 を根として、入力に応じた遷移状態を考える。δ2(r0, 0) = r0 < F1と非受理状
態に遷移する一方、δ3(s0, 0)s1 ∈ F3と受理状態に遷移することがわかり、r0 . s1で
ある。したがって、M2 .M3 であることが判定できる。

⓪ r0 ≡ s0

① r0 . s1 ② r1 ≡ s1

0
1

図 4.6 非等価性の判定木。図 4.5の機械M2 の初期状態 r0 とM3 の初期状態 s0 を 0番目の
等価式 r0 ≡ s0 を根とし、0,1入力からの遷移状態についての等価性を調べてみる。1番目の
頂点の等価性は r0 . s1 であることから、M2 .M3 であることが判定できる。

実際、M2 が受理する言語の正規表現 R2 は 0∗1(0 + 1)∗ である。一方、M3 の各状
態で遷移する言語の正規表現は、節 3.4の線形再帰方程式の方法に従って

S0 = ε, S1 = S0(0 + 1) + S1(0 + 1)

の関係にあることから、M3 が受理する言語の正規表現は (0 + 1)(0 + 1)∗ =

0(0+1)∗+1(0+1)∗となる。したがって、0∗1(0+1)∗ , (0+1)(0+1)∗、つまりM2 .M3

である。たとえば、1個以上の 0からなる言語 0† は M2 では受理されないが（1が
入力されて受理状態 r1 に遷移する必要がある）、M3 では受理される（1つ以上の 0
または 1が入力されれば受理状態 s1 に遷移する）。
演習 4.3図 4.1 の機械 M と M′ が等価であることを等価性判定木を構成することに
よって確かめなさい。
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4.4 状態対の等価性判定

状態対の等価性定義 4.2から、機械Mの任意の状態対 p, qに対して、それらが共
に受理状態であるか、または共に非受理状態であるときに同値であるといい p ≡ q

と記す。節 4.3の機械の等価性判定木を構成したようにして、Mに属する任意の状
態対の等価性式を根とする等価性判定木を構成することができる。
図 4.7 で示されている 2 つの機械 M1 と M4 における状態の等価性を調べてみよ
う。直感的には、M1 .M4であり、2つの機械は異なる言語を受理する。

M1 q0

start

q2

q1 q3

0

1
1

0

0 0

1

1

.

M4 q0

start

q2

q1 q3

0

1
1

0

0 0

1

1

図 4.7 等価な状態を有する機械M1 とM4

M1 とM4 において、非受理状態の集合 {q0, q2}と受理状態の集合 {q1, q3}に属する
状態対は明らかに等価ではないことから、いずれの機械においても状態対 q0, q2 と
q1, q3 の等価性を調べればよい。
演習 4.4機械M4 が受理する言語の正規表現を求めて、M1 が受理する言語の正規表
現と比較してみなさい。
図 4.8はM1の 2つの状態対を根としてその等価性判定木を構成した様子である。

q0, q2 と q1, q3 の遷移から得られる等価性判定木の頂点に全て真なる等価性式が得ら
れることから、2 つの状態対は等価であることが判定できる。これによって、2 つ
の状態対を 1 つにまとめても機械が受理する入力文字列は変わらないことがわか
る。こうして同じ言語を受理する簡単化された機械 M′

1 が図 4.9 で、例 4.2 におい
てM1 と等価だと示したM2（図 4.3）と同型である（状態名称について 1対 1の対
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応がある）。節 3.3の正規表現の表記では、M′

1 したがってM1 は正規言語 0∗(0 + 1)∗

を受理する。

⓪ q0 ≡ q2

① q2 ≡ q2 ② q1 ≡ q1

0
1

⓪ q1 ≡ q3

① q1 ≡ q3 ② q3 ≡ q1

0
1

図 4.8 機械 M1 の状態対の等価性。状態 q0 と q2 および q1 と q3 は共に等価であり、機械
M1 は 2 つの等価な状態対を 1 つにまとめて同じ言語を受理する機械 M′1 を構成することが
できる。

M′

1
q0

start

q1

1

0

0 1

図 4.9 M1 の 2組の状態 q0 と q2 および q1 と q3 をまとめて得られる等価な簡略化機械 M′1
（図 4.3のM2 と同型）

図 4.10 は M4 の 2 つの状態対を根としてその等価性判定木を構成した様子であ
る。q0, q2 の遷移から得られる等価性判定木の頂点 q2と q3は等価でなく q2 . q3、と
q1, q3 の遷移からは等価性式 q1 ≡ q1 が得られる。このことから、q0, q2 は等価でな
く、q1, q3 のだけが等価であることが判定できる。
これによって、1 つの状態対 q1, q3 を 1 つにまとめても機械が受理する入力文字
列は変わらないことがわかる。こうして同じ言語を受理する簡単化された機械 M′

4

を図 4.11 に示す。節 3.3 の正規表現の表記では、M′

4 したがって M4 は正規言語
(1 + 0(0 + 1))(0 + 1)∗を受理する。
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⓪ q0 ≡ q2

① q2 . q3 ② q1 ≡ q1

0
1

⓪ q1 ≡ q3

① q1 ≡ q3 ② q3 ≡ q1

0
1

図 4.10 機械M4 の状態対の等価性。状態 q0 と q2 は等価でなく、q1 と q3 だけが等価で、機
械 M4 は 1 つの等価な状態対を 1 つにまとめて同じ言語を受理する機械 M′4 を構成すること
ができる。

M′

4
q0

start

q2

q1

0

1
0, 1

0 1

図 4.11 M4 の 1組の状態対 q1 と q3 をまとめて得られる等価な最小化機械M′4

M′

1 およびM′

4 が受理する正規言語について

0∗1(0 + 1)∗ . (1 + 00 + 01)(0 + 1)∗

である。実際、M′

4 が受理する入力文字列 00をM′

1 は受理しない。したがって、図
4.7の機械M1 とM4 は等価ではないことが示された。
演習 4.5図 4.12の機械Ma,Mb,Mc は全て同等であることを確かめなさい。この 3つ
の機械が受理する言語の正規表現の同等性を示しなさい。
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Ma q0

start

q1

q2

ε
0

1

0

1
0

1

Mb r0

start

r1

r2

ε
0

1

1

0
1

0

Mc

s0 s1

ε
0, 1

0, 1

図 4.12 機械Ma,Mb,Mc は同じ言語を受理する。

4.5 文字列の同値類

オートマトン同士やオートマトン内の状態についての等価性の議論からわかった
ように、ある言語を受理する DFA は多数ある。1 対 1 対応がある状態名と記号名
を付け替えただけで同じ動作をするオートマトンを同型としたとき、同一言語を受
理する同型でない DFAが存在する。
では、ある言語を受理する同型でない DFA のうちで状態数が最小であるような
有限オートマトンを構成する操作を DFA の最小化 (minimization) または簡略化
(reduction)という。節 4.4の状態対の等価性判定は与えられた DFAを最小化する 1
つの方法を示していた。DFA M を最小化して得られた M′ は、同型を除いて一意
に定まるだろうか。ここでは、DFA の等価性を入力文字列の同値関係の観点から
改めて考えてみよう。
命題 4.2 (入力の同値関係)DFA M = (Q,Σ, δ, q0,F)において、入力文字列 x, y ∈ Σに
よって同じ最終状態に到達することによってMで定まる関係 RM を

x RM y ≡ if δ(q0, x) = δ(q0, y) for x, y ∈ Σ∗

で定義する。RM は Σ∗上の同値関係で、その同値類の数は有限個である。

証明 RM が同値関係であることは次の 3つの関係を確かめればよい。

(1)同じ文字列 xは同じ状態に到達して、x RM xであるので、RM は反射的。
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(2)y が x と同じ状態に到達して x RM y ならば、x は y と同じ状態に到達して
y RM x。よって x RM y→ y RM xとなり、RM は対称的。

(3)yが xと同じ状態に到達して x RM y、zが yと同じ状態に到達して y RM zなら
ば zは xと同じ状態に到達して x RM z。よって x RM y ∧ y RM z → x RM zとな
り、RMは推移的。

同値関係 RMの定める同値類は到達状態 p ∈ Qによって決まる ~p�M であり、pに到
達する入力語の集合

~p�M = {x ∈ Σ∗ | δ(q0, x) = p}

を定め、x ∈ ~p�M である入力列は全て状態 pに到達する。逆に、状態 pに到達する
1つの入力文字列 x ∈ Σ∗は関係 RMによって同値類 [x]M

[x]M = {y | x RM y, y ∈ Σ}

を定めて ~p�M に一致する。したがって、1 つの状態 p に対応する入力語集合の同
値類 ~p�Mと pに到達する入力列 xを代表元とする同値類 [x]Mと 1対 1に対応する。
同値関係 RM の定める同値類の個数は DFA M の状態の個数に等しく有限で、入
力文字列全体 Σ∗は有限個の同値類に直和分割される。

Σ∗ =
⊕
pi∈Q

~pi�M.

�

命題 4.3DFA M = (Q,Σ, δ, q0,F)の関係 RM は、x RM yのとき任意の z ∈ Σ∗に対して
xz RM yzが成立する。

証明 x RM yなら入力 xと yは同じ状態 δ(q0, x) = δ(q0, y)に到達しているため、
そこから任意の z ∈ Σ∗が入力されたとしても再び同じ状態 δ(q0, xz) = δ(q0, yz) に遷
移する。したがって、xz RM yzである。 �

定義 4.7 (右不変性)関係 Rが演算 ◦に対して

x R y ⇒ x ◦ z R y ◦ z
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であるとき、関係 R は右不変 (right invariant) であるという。DFA M による関係
RM は入力文字列の連接に関して右不変な同値関係である。
命題 4.2の証明からわかったように、入力文字列 x, y ∈ ΣのMによる最終状態に
よって定まる DFA Mの同値関係 RM の同値類は有限個で、入力文字列全体 Σ∗を最
終状態によって直和分割したものである。言い換えれば、Mの受理言語 L(M)はそ
の受理状態 pi ∈ Fで定まる RMの同値類 ~pi�Mの直和

L(M) =
⊕
pi∈F

~pi�M

で表すことができる。この受理状態で定まる各同値類 [pi ∈ F]M は正規表現で表さ
れている。
例 4.4図 4.13 の左側の機械 M1 で定義される同値関係 RM1 を考えよう。M1 の 3 つ
の状態 q0, q1, q2 に対して、初期状態 q0 に到達する任意の入力文字列をたとえば ε、
q2 に到達する任意の入力文字列をたとえば代表元 1、q2 に到達する任意の入力文字
列をたとえば代表元 11として、それぞれの同値類を [ε]M1 , [1]M1 , [11]M1 とする。
これらの同値類は M1 の状態 q0, q1, q2 と 1 対 1 の関係にあり、~q0�M1 = [ε]M1 .
~q1�M1 = [1]M1 , ~q2�M1 = [11]M1 であることに注意する。

M1

q0

start

q1 q2

ε

0

1

0

1

0
1

≡

M2

r0

start

r1

ε

0

1

0
1

図 4.13 等価なMとM′

これらの同値類は次のような文字列集合をなし

[ε]M1 = {ε, 0, 00, . . . , 0n, . . . },

[1]M1 = {1, 10, 100, . . . , 10n, . . . },

[11]M1 = {11, . . . , 0i10 j10k, . . . , 0m110n, . . . , 0i10 j10k10`10n, . . . }

[ε]M1 は記号 1を含まない 0個以上の記号 1からなる集合、[1]M1 は記号 1を 1度だ
け含む 01文字列、[11]M1 は記号 1を 2度含む 01文字列である。入力文字列全体 Σ∗
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はこれらの同値類に直和分割される。

{0, 1}∗ = [ε]M1 ⊕ [1]M1 ⊕ [11]M1 .

M1 が受理する言語 L(M1)は、受理状態から定める同値類の直和

L(M1) = [ε]M1 ⊕ [11]M1

で表される。
一方、図 4.13の右側の機械M2は、演習 4.6の方法によってM1と等価M1 ≡ M2

であることを示すことができる。M1 の場合と同様にして、~r0�M2 = [ε]M2 および
~r1�M2 = [1]M2 を考えることができ

{0, 1}∗ = [ε]M2 ⊕ [12]M2

と表すことができるが、M2 が受理する言語 L(M2)はその受理状態 r1 から

L(M2) = [ε]M2

である。M1 とM2 の等価性から、L(M1) = L(M2)であることから、

[ε]M1 ⊕ [11]M1 = [ε]M2 , [1]M1 = [1]M2

となり、RM1 の同値類は RM2 の同値類に含まれる RM1 ⊂ RM2 ことがわかった。この
ような事情は、ある機械 M をより少ない状態を持つ機械 M′ に簡略化する際に常
に生じる。DFA Mの言語定義は DFAの状態定義に依存し、一般的には互いに等価
な冗長な状態が存在し、等価な状態同士を合併させた状態とする M′ を構成する
と、対応する同値類も合併されて合併された状態の同値類となる。いいかえると元
のMの同値類はM′の細分になる。
演習 4.6図 4.13 の機械 M1 と M2 が等価であることを節 4.3 の等価性判定木を構成
して確かめなさい。また、M1 の状態対 q0 と q2 が等価であることを節 4.4の等価性
判定木の方法で確かめ、これらを 1つにまとめて等価な M2 が得られることを示し
なさい。
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4.6 Myhill-Nerodeの定理と有限オートマトンの最小化

Myhill-Nerodeの定理 4.3は正則言語を必要十分に特徴づける単一の定理で、これ
をつかって、ある正規言語を受理する状態数最小の DFA を構成したり、ある言語
の非正規性（どんな有限オートマトンを工夫しても受理できない言語）を証明する
ことができる。
あらためて同値関係を再確認しておく。
定義 4.8 (同値関係)非空集合 S上の関係 Rとは部分集合 R j S × Sで、(x, y) ∈ Rの
とき、x R yを記す。関係 Rが同値関係とは次を満たす関係である。

(1)反射的: ∀xについて、x R x.
(2)対称的: x R yならば y R x.
(3)推移的: x R yかつ y R zならば x R z。

代表元 x ∈ Sを持つ同値類 (equivalence classes)Eを E{y | x | y} ≡ [x]とするとき、同
値関係は Sをその非連結な同値類に分割する.

S =
⋃
i∈I

Ei, Ei ∩ E j = φ.

相異なる同値類の数 |I|を同値関係の指数 (index) といい、指数が有限のとき、Rを
有限指数という。

S上の 2つの同値関係 R1,R2 があって、すべての x, y ∈ Sについて R1 j R2、つま
り x R1 y ⇐ x R2 yであるとき R1 は R2の細分 (refinement)という。R1 が R2の細分
であるとき、R2 の各同値類は R1 の同値類のいくつかの差集合になっている。

さて、Σ∗上の以下の 2つの同値関係を考える。
定義 4.9 (DFAが定める同値関係)与えられた DFA M = (Σ,Q, δ, q0,F)に対して、関
係 RM を次で定義する。

x RM y =入力 xと yとが同じ状態に到達: δ∗(q0, x) = δ∗(q0, y)

RM の指数は高々Mの状態数 |Q|であることから有限指数。
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定義 4.10 (右不変な同値関係)Σ∗ 上の同値関係 R が右不変 (left invariant) であると
は、x R yであるとき、すべての z ∈ Σ∗に対して xz R yzであることから有限指数。
補題 4.2Σ∗ 上の関係 RM は右不変な同値関係で、Mで受理される言語 L = L(M)は
RM の同値類のいくつかの和集合である。

証明

δ(q0, xz) = δ(δ(q0, x), z)

= δ(δ(q0, y), z)

= δ(q0, yz).

受理状態 q f に到達する入力列の同値類を [x]q f と記すと、L(M)で受理状態に到達す
る入力列全体であることから

L(M) = ∪q f∈F[x]q f .

�

Σ∗上の任意の言語（正則性は仮定しない）言語 Lに対して、もう 1つの同値関係
RLが自然に定まる。
定義 4.11 (言語 Lが定めるMyhill-Nerode同値関係)任意の言語 L ⊂ Σ∗に、次のよう
に同値類 RLを関連付ける。

x RL yとは、すべての z ∈ Σ∗について、xz ∈ L iff yz ∈ Lあるいは xz < L iff yz < L.

(4.1)

RLをMyhill-Nerode同値関係という。
補題 4.3Lを Σ上の任意の言語とする。関係 RLは Σ∗上の右不変同値関係である。

証明 x RL yであると仮定する。このとき、xu ∈ L iff yu ∈ Lである。u = zvと
して

(xz)v⇔ x(zv) ∈ L⇔ y(zv) ∈ L⇔ (yz)v ∈ l.

丁寧に RL が右不変（定義 4.7）な同値関係であることを見るには、x, y, z ∈ Σにつ
いて次の 3つを確かめればよい。
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(1)x RL xの成立は明かであるので RLは反射的。
(2)xw, yw が共に L に属するか属さなければ、yw, xw も共に L に属するか属さな
いことから x RL y→ y RL xとなって、RLは対称的。

(3)xw, yw が共に L に属するか属さなくて、さらに yw, zw も共に L に属す
るか属さないがであれば xw, zw は共に L に属するか属さない。よって、
x RL y ∧ y RL z→ x RL zとなり、RLは推移的。

これより、同値関係 RL は、x RL yなら任意の wの連接についても xw RL ywである
ことがわかり、したがって RLは右不変である。 �

任意の言語 Lに関連付けられた同値関係 RL は Sigma∗ を同値類に分割し、Lは L

の要素の対応した同値類の和集合担っている。
補題 4.4L j Σ∗を任意の言語、Eを任意の右不変な Σ∗上の同値関係で Lが Eのいく
つかの同値類の和集合になっているとする。
このとき、EはMyhill-Nerode同値関係 RL の細分である。

証明 x E yと仮定する。このとき、すべての z ∈ Σ∗に対して xz E yz. Lの Eの
いくつかの同値類の和としたので、xz ∈ L iff yz ∈ L. よって、x RL y. �

補題 4.4 の特別な場合として、L が正規言語であるときには、L を受理する DFA
Mで定まる同値関係 RMを考えると次が成り立つ。
命題 4.4L を DFA M が定める言語 L(M) としたとき、任意の x, y ∈ Σ∗ について
x RM yであれば x RL yが成立、RM による同値類は RLの細分である。

証明 L = L(M)を仮定すると、w ⇔ δ∗(q0,w) ∈ QF. また、x RM yと仮定すると、
δ∗(q0, x) = δ∗(q0, y).
いま、z ∈ Σ∗とする。あきらかに δ(q0, xz) = δ∗(q0, yz). したがって、

xz ∈ L⇔ δ∗(q0, xz) ∈ QF

⇔ δ∗(q0, yz) ∈ QF

⇔ yz ∈ L.

これより、x RL y.
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したがって、x の RM による同値類 [x]M は、RM による同値類 [x]L との関係にお
いて [x]M ⊂ [x]L �

次の定理 4.3は言語 Lが正規言語であるための必要十分条件を与えている。
定理 4.3 (Myhill-Nerode)Lを Σ上の言語とする。以下の命題は互いに同等である。

(1)Lは正規言語である。
(2)L は、有限指数を持つ右不変同値関係で定まる同値類のある直和集合として表
される。

(3)RL をMyhill-Nerode同値関係とすると、RL の指数は有限である。

証明 (1)→(2)
L が正規言語とすると、L を受理する DFAM = (Q,Σ, δ, q0,F) が存在する。補題

4.2（命題 4.4）から、L は右不変な有限指数を持つ同値類 RM の同値類のいくつか
の和集合になっている。
(2)→(3)
補題 4.4 から、E は RL の細分。このとき、RL の指数は E の指数以下。E の指数
が有限であることより、RLの指数。
(3)→(1)

Lを受理する DFA M′ = (Σ,Q′, δ′, q′0,F
′)を構成する。(2)のいうところより、

Q′ = {[x]L |, x ∈ Σ}.

である。

q′0 = [ε]L,

δ′([x]L, a) = [xa]L,

F′ = {[x]L | x ∈ L}

と定める。δ′ は代表元 x の選び方に依らない。実際、RL の右不変性から x RL y で
あるとき、xa RL yaとなって [xa]L = [ya]Lである。さて、長さ |xの帰納法より

δ′(q′0, x) = δ′([ε]L, x) = [εx]L = [x]L, すべての x ∈ Σ∗.

69



これより、x ∈ L(M′) ⇔ [x]L ∈ F′. したがって、有限オートマトンM′は Lを受理し
Lが正規言語であること (1)がわかる。 �

4.6.1 有限オートマトンの最小化

n個の状態 QNFA を持つ NFAは一般に高々 2n 個（QNFA の部分集合の個数）を持
つ DFAで模倣できた。Myhill-Nerodeの定理から 2n(n = 2)は最良値で、各正則言
語に対して最小の状態数をもつ DFAは唯一つであることが分かる。
定理 4.4 (最小有限オートマトン)正規言語 L を受理する最小の状態数を持つ DFA
は（名前を付け替えた）同型を除いてMyhill-Nerodeの定理 4.3の証明 (3)で構成し
たM′ただ一つに定まる。

証明 定理 4.3の証明で、正規言語 Lを受理する DFA M = (Σ,Q, δ, q0,F)によっ
て定義される同値関係 RMは RLの細分で、Mの状態数 |Q|はM′の状態数 |Q′|以上
（|Q| = |Q′|）である。
|Q| = |Q′|のとき、Mの各状態はM′の状態に次のように 1-1に対応付けることが
できる。各状態 q ∈ Qに対して δ(q0, x) = qとなる x ∈ Σが存在し（そうでなければ
qは Qから除去されるべきで、より状態数の少ない FDAがあることになる）、qを
M′の状態 δ′(q′0, x) ∈ Q′に対応させればよい。実際、δ(q0, x) = δ(q0, y) = qであると
き、xと yはおなじ同値類 [x]Mに含まれ、M′において δ′(q′0, x) = δ′(q′0, y)となって
いる。 �

4.6.2 最小有限オートマトン

与えられた DFA Mは正規言語 Lを定めるが、Mは最小の状態数を持つわけでは
ない。Myhill-Nerode の定理 4.3 は、M の状態が定める同値関係 RM による同値類
は、正規言語 L が定める同値関係 RL による同値類の細分になっていることを明ら
かにしている。M が最小でないときには、少なくとも 2 状態 p, q ∈ Q が存在して
{x ∈ Σ∗ | δ(q0, x) = p}と {y ∈ Σ∗ | δ(q0, x) = q}の 2つの同値類は RLのある同値類に含
まれている。
そこで、Mの状態間に同値関係を導入してM′ が定める状態数に縮約することを
考える。2状態 p, qの状態が区別不能 (indistinguishable)を、すべての z ∈ Σ∗ に対
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して

p ≡ q⇔ δ(p, z) ∈ F iff δ(q, z) ∈ F, z ∈ Σ∗ (4.2)

と定めて、p ≡ qと記す（この ≡が同値関係であるのは容易）。式 (4.2)は、状態 p

に到達する文字列の正規表現 rp と qに到達する文字列の正規表現を rqと記し、

rp ≡ rq ⇔ δ(q0, rpz) ∈ F iff δ(q0, rqz) ∈ F, z ∈ Σ∗ (4.2′)

とも表されることに注意する。
DFA M から初期状態から到達不能な状態を取り去り、各状態に到達可能な状態

（正規表現）が属する互いに区別不能な状態の最大集合（≡ による同値類）を決定
して 1 つの状態に縮約し（この過程で ‘区別可能’ な状態（正規表現）が残り）、状
態数最小の DFA M′の状態との間で 1-1対応をつければよい。
したがって、課題は ≡ による同値類を決定するアルゴリズムを求めることで
ある。
定義 4.12 (DFAの最小化アルゴリズム) (0)n2 個のすべての状態の組 {q, p} を同値
不明 (無印)とする。実際には、相異なる 2状態 (qi , q j)の組 {qi, q j}i5 j（配置す
ると下三角をなす）と対角にある同一組 {qk, qk}の合計 n · (n+ 1)/2個について、
記号 a ∈ Σによる状態の遷移先を調べればよい。

(1)qi,RL qi（自分自身の状態は互いに同値）より、対角の組 {qk, qk}には同値マーク
(©)。

(2)受理状態 q f ∈ F（に到達する正規表現 r f）と非受理状態 qNF < F（に到達する正
規表現 rNF）との組 {q f , qNF}（{r f , rNF}）は同値ではありえず、同値マーク（×）。

(3)× が未記入の状態組 {qi, q j} に対して、各記号 a ∈ Σ に関する遷移先の同値性
をチェック。遷移先の組 {δ(qi, a), δ(q j, a)} が同値な組への遷移であれば状態組
{qi, q j}に同値マーク ©、非同値な組への遷移であれば非同値マーク ×（一方の
状態遷移が未定義なときも非同値 ×）。ただし、共に状態遷移が未定義のとき
は同じエラー状態への遷移として©。不明なら無印のまま。

(4)マーク無しの各状態組 {qi, q j}について (2)を繰り返す。
(5)状態組 {qi, q j}において、すべての状態遷移について同値©のとき、結果⇒は
（右不変）同値 ≡、途中 1つでも ×があれば結果⇒は非同値 ×。途中に同値性
が判定不能なときには、結果⇒を保留。
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(6)段階 (3)において、最後まで結果⇒×がない（結果が保留でもよい）一連の組
をなす状態 (そこに到達する正規表現) は同値関係にあり、それぞれ同じ同値
類に属する（そこからの状態遷移は同じになっている）。

(7)段階 (4)で求めた各同値関係をなす状態をグループ [qi1 , . . . , qik]を改めて 1つの
状態とし、各記号 a ∈ Σで定まる状態遷移関数 δ′を決めると DFA M′が構成さ
れる（すべての同値類に到達可能だとは限らない）。初期状態 q0 を含む同値類
がM′の初期状態。

例 4.5図 4.14 で与えられる DFA M が受理する言語 L を正規表現として決定し、L

を受理する最小の状態数を持つ DFA M′を構成しなさい。

M

q0start

q1

q2

q3

q4 q5 q6

0

1
1

0

1

1

0

0
11

00

1

0

図 4.14 7状態 Q = {q0.q1, q2.q3.q4.q5.q6}を持つ DFA M.

各状態 qi(i = 0, . . . , 6)に到達する正規表現を ri(i = 0, . . . , 6)とする。組 (rk, rk)は同
値©、受理状態 q f ∈ Fとそれ以外との組 (q2, q j) j,2,3、(q3, q j) j,2,3 は同値でない ×と
しておく。
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状態の組 0による遷移と結果 1による遷移と結果 同値判定
(r0, r1) (r00, r10) = (r1, r3)× (r01, r11) = (r4, r2)× ⇒×

(r0, r4) (r00, r40) = (r1, r5) (r01, r41) = (r4, r1) ⇒保留 (a)
(r0, r5) (r00, r50) = (r1, r6) (r01, r51) = (r4, r4)© ⇒保留 (b)
(r0, r6) (r00, r60) = (r1, r2)× (r01, r61) = (r4, r3)× ⇒×

(r1, r4) (r10, r40) = (r3, r5)× (r11, r41) = (r2, r1)× ⇒×故に (a)も ×
(r1, r5) (r10, r50) = (r3, r6)× (r11, r51) = (r2, r4)× ⇒×

(r1, r6) (r10, r60) = (r3, r2) (r11, r61) = (r2, r3) ⇒保留 (c)
(r2, r3) (r20, r30) = (r3, r2) (r21, r31) = (r6, r1) ⇒保留 (d)
(r4, r5) (r40, r50) = (r5, r6) (r41, r51) = (r1, r4)× ⇒×

(r4, r6) (r40, r60) = (r5, r2)× (r41, r61) = (r1, r3)× ⇒×

(r5, r6) (r50, r60) = (r6, r2)× (r51, r61) = (r4, r3)× ⇒×

表 4.1 DFAの最小化アルゴリズム 4.12を図 4.14に適用して得た状態同値性判定の結果。
最後まで ×がつかない結果は ©である。保留 (a)は遷移先 (r4, r1)が ×であるために、結果
として ×だとわかる。状態の並び {q0, q5}, {q1, q6}および {q2, q3}は同値類をなし、のこる状態
q4 だけで 1つの同値類を形成する。これら同値類を状態とし、記号 0, 1についての状態遷移
を与えて最小の DFA M′が構成できる（図 4.15）。

M′

[q0, q5]start [q1, q6]

[q4]

[q2, q3]0

0, 1

1 1 1
0

図 4.15 図 4.14と等価な最小状態数を持つ DFA M′.

演習 4.7DFA M1 が受理する言語 L1を正規表現として決定し、L1を受理する最小の
状態数を持つ DFA M′

1 しなさい。
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M1

q0start q1 q2

q3 q4

1 0
0

0

0

1

1

0

1

演習 4.8DFA M2 が受理する言語 L2を正規表現として決定し、L1を受理する最小の
状態数を持つ DFA M′

2 しなさい。
M2

q0start
q1

q2

q3 q4

1

0

1

0

0

1
0

1

1

0

演習 4.9DFA M3 が受理する言語 L3を正規表現として決定し、L3を受理する最小の
状態数を持つ DFA M′

3 しなさい。を最小化しなさい。
M3

q0start q1 q2 q3

q4 q5

0

1 0

1
0

1 0

1

0

1

0

1

演習 4.10DFA M4 が受理する言語 L4 を正規表現として決定し、L4 を受理する最小
の状態数を持つ DFA M′

4 しなさい。を最小化しなさい。
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M4

q0start

q1
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4.6.3 Myhill-Nerodeの応用

例 4.6Σ = {a, b}上の言語 L = {anbn
|n = 0}は正規言語ではない。

もし Lが正規言語であれば, Myhill-Nerodeの定理から、Lで定まる右不変な同値
関係 RL による Σ∗の分割は有限指数を持ち、

a jRLak

であるような整数 j < kが存在する。このとき、右不変性から

a jbiRLakbi

となる（a jbi, akbi がどちらも L に属するか、またはどちらも L に属さないかいずれ
かである）。しかし、a jbi

∈ Lのとき akbi
∈ Lになり Lの定義に反する。したがって、

Lは正規言語ではあり得ない。
この有名な L の非正規性は正規言語の反復補題 3.6 によっても示すことがで
きる。
節 4.6の定理 4.3の証明の (2)→(3)にある式 (??)は、証明の (3)→(1)で構成する
オートマトンの状態集合 Q′の個数（与えられた有限オートマトンMで受理される
言語 Lが定める同値関係 RLによる Σ∗の同値類への分割個数 |Q′| = |Σ∗/RL|）は、言
語 Lを受理する有限オートマトンMの最小値を与えている。
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第 5章 話題: 文字列照合

5.1 文字列照合問題

テキスト T 内に与えられた文字列パターン P が含まれているかどうか、含ま
れているならどこに何個ふくまれるかという問題が文字列照合（string patching
problem）である。
見慣れている日本語文や英文では容易いように思えるが、DNA（デオキシリボ
核酸:DeoxyriboNucleic Acid）のような 4種類のアルファベット Σ = {A,G,C,T}から
なる場合の照合はどうだろうか。地球上の生物の遺伝情報を担う DNA は 2 重螺旋
高分子で、A（アデニン）、G（グアニン）、C（シトシン）そして T（チミン）の 4
種類の塩基がかならず A-T と G-C とがペアになって 2 重螺旋をなしている。した
がって、二重螺旋の一方の塩基配列が決まると、もう 1本の塩基配列も自動的に決
まり、この 4文字 A, G, C, Tをアルファベットとする文字列が遺伝情報を符号化し
ていると考える。
次は DNA Data BanK of Japan（http://www.ddbj.nig.ac.jp/）で公開されている
蟻（LH381539）の DNAデータのほんの一部である。
gcaagaagca cttctcggat tatcaaatac gtgctcatcg catcgtttca gtgttgtcgt
tatactgctt gacataacat ttgcagacga gtattaatag cgaaacgtct taattgatat
tatgtattgt ggatttgaac gtacaataag gacgcgcgat ctatcatttt gtttgttcat
atattcttct tgagaactta agtaataatt tgcagtagca cagattgcga aaacagaccg
attatttttt catttgaaaa agccagtttg tattttttta tacataagac atttttacat
taattgaact tgcaatttcc tggattgctt ggttatcgat acgattgttt ttgttcttct
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人の DNAでは約 31億塩基対があるとされている1）。また、厳密なパターン照合
だけでなく、曖昧照合も実用的意味合いが大きい。さらに、画像や音楽データのパ
ターン照合など多くの研究テーマがある。

文字列 S = [1..n] の k 文字の接頭辞 S[1..k] を Sk と記するとき、S0 = ε および
Sn = Sであることを思い起こしておこう。
定義 5.1 (文字列照合)アルファベット Σ 上のテキスト T は長さ n = |T| の配列
T = T[1..n] = t1t2 . . . tn、パターン Pは長さ m = |P| < nの配列 P = P[1..m] = p1p2 . . . pm

に対して、パターン Pがテキスト Tに照合（マッチ）するとは、シフト 0 5 s 5 n−m

が存在して

T[s + 1..s +m] = P[1..m]

であることである。文字列照合問題とは次の接尾辞関係

P A Ts+m

を満たすシフト 0 5 s 5 n −mを見つけることである（図 5.1）。

1 2 m

T

P

s

1 2 .. s s+1 s+m n

P[1]P[2] P[m]

T[s]T[2]T[1] T[n]

Ts+m

shift

P⊐

図 5.1 テキスト Tの s + m文字接頭辞 Ts+m は m文字からなるパターン Pを接尾辞として
もつ。

1） ヒトゲノム計画は 1984 年に提案されて、1991 年から解読作業が始まり、2003 年 4 月 14 日に一
応の解読完了が宣言されている。ヒトの遺伝子の推定値は現在 2 万 3 千個あまりである（ヒトの高
度な複雑さを思うと想像以上に少ない）。さらに驚くべきことは、2006 年にイネ科植物の遺伝子
が人より多く、また下等とされるウニの遺伝子数がヒトとほぼ同じで、しかも 2/3 以上がヒトと
共通していることが判明したことだ（The Genome of the Sea Urchin Strongylocentrotus purpuratus:
http://science.sciencemag.org/content/314/5801/941.abstract）。従来の生物進化に伴う遺伝描像—無
限に多様であり得るヒトの遺伝子情報は膨大であり、高度に進化した生物の遺伝子はそれなりに増加
し複雑化するなるなど—は大きな変更が迫られている。
いわゆる DNA 鑑定ではヒトゲノムの塩基配列のすべてを調べるわけではない。同じ塩基配列が繰
り返して存在する DNA 内の縦列反復配列部位が人によって異なることを利用して個人識別を行う方
法が一般的で、同じ形の別人が現れる確率は 0ではないと算定されており、現段階では絶対的鑑定方
法だとは言えないようだ。
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5.2 文字照合オートマトン

テキスト T を 1 文字ずつ読み込みながら与えられた文字列パターン P がある
かどうか判定する文字列照合オートマトンを考えてみる。目的のオートマトン
M = (Q,Σ, δ, q0,F) はアルファベット Σ からなるテキスト T を入力し、パターン
P = P[1..m]を見いだしたときに受理状態となるように構成する。

Mの内部状態 Qを

Q = {0, 1, . . . ,m}

とする。その時点で読み込んだテキスト文字列 T[1..i] がその接尾辞としてパター
ンの長さ qの接頭辞 Pq = P[1..q]としてマッチしてしている Pq A T[1..i]ようにMの
状態 qを定める（P0 = εとする）。また、1文字もマッチしていない状態が初期状態
0で、0からは唯一入力 P[1]によって状態 1に遷移する。また、パターン P[1..m]に
マッチした状態 mは唯一の受理状態集合 Fをなす。状態遷移関数 δ : Q×Σ→ Qを

δ(q, a) = σP(Pqa), a ∈ Σ

で定める。σP : Σ∗ → Qは接尾辞関数で、次のように定義する。
定義 5.2 (パターン Pの接尾辞関数 σP)

σP(x) = max
k
{k |Pk w x}, x ∈ Σ.

σP(x)の値は、文字列 xの接尾辞であるようなパターン Pの最長の接頭辞 Pk の長さ
である（Pk は xの真の接尾辞である必要はなく Pk = xであっても構わないので w
を使った）。
このとき、次の性質に注意する。

σP(x) = 0 iff Pk A xである Pk が存在しない,

σP(x) = m iff P A x,

if x A y, σP(x) 5 σP(y).

δ(q, a) = σP(Pqa)による状態遷移は図 5.2 のようになる。
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0start . . . σP(Pqa) . . . q . . . m

a

図 5.2 文字列照合オートマトンの状態遷移。パターン Pq = P[1..q]までマッチしている状
態 qにあるとき、さらに文字 a ∈ Σを読み込んだとき接尾辞関数で定まる状態 σP(Pqa)に遷
移する。

接尾辞関数 σP : Σ∗ → Qからわかるように、文字列照合オートマトンMの動作
は、パターン P = P[1..m]だけで決定される。
例 5.1長さ m = 5 のパターン P = c r i c k を受理する文字列照合オートマトンを
構成してみよう [10, p.76]。q = 0, . . . ,mとして遷移先の状態 δ(q, a), a ∈ Σを求めて
いく。

0 1 2 3 4 5
c

c以外

c

r i c k

c
c

r

c

c, r以外

c, i以外
c以外

c, k, r以外

c以外

図 5.3 パターン P = c r i c kを受理する文字列照合オートマトン

まず、空接頭辞 P0 = εを使って、δ(0, c) = σP(c) = 1、また文字 s , cについては
δP(0, s) = σP(s) = 0. 次に、δ(1, c) = σP(cc) = 1, δ(1, r) = σP(cr) = 2、文字 s , c, rにつ
いては δ(1, s) = σP(cs) = 0.
同様にして、δ(2, i) = σP(cri) = 3, δ(2, c) = σP(crc) = 1、文字 s , c, iについては
δ(2, s) = σP(crs) = 0.
δ(3, c) = σP(cric) = 4、文字 s , c については δ(3, s) = σP(cris) = 0. δ(4, k) =

σP(crick) = 5, δ(4, c) = σP(cricc) = 1、δ(4, r) = σP(cricr) = 2、文字 s , c, k, rについては
δ(4, s) = σP(crics) = 0.
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最後に、δ(5, c) = σP(crickc) = 1, 文字 s , cについては δ(5, s) = σP(cricks) = 0.
この結果から、パターン P = c r i c kを受理する文字列照合オートマトンは図 5.3
のようになる。
一般に、パターン P = P[1..m]の文字列照合オートマトンの遷移関数 δは次のア
ルゴリズムから求めることができる。
演習 5.1長さ mのパターン P = P[1..m]の文字列照合オートマトンの遷移関数を求
めるソースコード??の計算量は O(m3

|Σ|)であることを示しなさい。
以上から、指定したテキスト T に対して与えたパターン P に関する文字列照合
オートマトンを使った判定は次のソースコード 5.2-1に従って動作する。

コード 5.2-1 文字列照合オートマトンの動作アルゴリズム
String -Match-FA(テキスト T, パターン P)
n = length (T) ;
m = length (P) ;
$\delta$ = String -Match-FA- t rans i t ion (P) ;
q = 0;
for i = 1 to n do

q = $\delta (q ,T[ i ] ) $ ;
i f q == m then

print パターン P が T 内にシフト i - m でマッチ

5.3 文字列照合アルゴリズム

次のコード 5.3-1はテキストの先頭からシフト sを 0から n − mまでずらしなが
らパターン文字列を検査して文字列照合を行うアルゴリズムである。

コード 5.3-1 素朴な文字列照合アルゴリズム
Naive - String -Match(テキスト T, パターン P)
n = length (T) ;
m = length (P) ;
for s = 0 to n - m do シフト数を0からn-mまで変化

q = 0; マッチ数を0に初期化
while q + 1 $\leqq$ m do

while P[q + 1] == T[ i = s + 1 + q ] do
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q = q + 1; マッチ数
i f q == m then

print シフト s でパターンPが見つかった ;
i f q < m then

print T にはパターンPを含まない ;

演習 5.2与えられたパターン P の長さが m = |P|、指定されたテキスト T の長さを
n = |T|とするとき、素朴な文字列照合アルゴリズムの計算量は O(mn)であること
を示しなさい。
図 5.4は、与えたテキスト b a c b a b a b a a b c a b a内に 7文字からなる指定し
たパターン a b a a b c aを照合する場合を示している。先頭から s = 4だけシフト
して T[s+1 = 5] = aからパターン Pを照合したとき、P[1..3]までマッチ（マッチ数
q = 3）し、次の P[q + 1 = 4] , T[i = 8]で不一致となった様子である。

b a a b a b bc b a c a b a

a b a a b c a

a

a b a a b c a

b a a b a b bc b a c a b aa

a b a a b c a

b a a b a b bc b a c a b aa

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7 a b a b a c a

1 2 3 4 5 6 7

0 0 01 1 2 1

q

π[q]

P[q]

Prefix function π  of pattern P

Naive algorithm

Knuth-Morris-Pratt algorithm

T

T

T

P

P

P

s

s+1

s+(q-π[q])

q=3 (matched number)

next shift

next shift

O(mn)

O(m+n)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5

shift

図 5.4 文字列照合と Knuth-Morris-Prattアルゴリズム

テキスト Tを位置 i = 8までスキャンしているとき、パターン Pの先頭から q = 3

文字までマッチし、q + 1 = 4番目の文字で不一致であるとする（図 5.4の上段）。
コード 5.3-1の素朴な文字列照合アルゴリズムでは、次にシフト s = 4を 1文字分増
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やして s→ s+ 1 = 5、T[i = 8]とからパターン Pの文字 P[q− 1 = 3]との比較を試み
る（図 5.4の中段）。しかし、この +1だけのシフトには意味があるだろうか。

T

1 q

π(q) π(q)

π(q)

i

1

π(q)

π(q)

i

T

s

q-π(q)s

q+1

π(q)+1

P

P

図 5.5 Knuth-Morris-Pratt アルゴリズム。パターン P の接頭辞関数 π を使うと、+1 文字
ずつシフトして照合する素朴なアルゴリムに比べて文字列照合を高速化できる。接頭辞 Pq

に着目したとき、その接頭辞 Pk = P[1..k]が Pq の同じ長さ kの接尾辞 P[m + 1 − k..m]に一致
しているような最大の kを接頭辞関数値 π(q)とする。このとき、次にテキスト文字 T[i]（文
字種は赤）と照合するパターン Pの文字は P[π(q) + 1]（文字種は青）である。

このことについて検討するために、図 5.5 のような場合を考えてみる。図 5.5 で
は、テキスト T を位置 i までスキャンしているときに（T[i] の文字種は赤）、パ
ターン P の先頭から q 文字までマッチし、q + 1 番目の文字で不一致（P[q + 1] の
文字種は黄）である様子を表している。このとき接頭辞 Pq = P[1..q]に着目したと
き、Pqの長さ kの接頭辞 Pk = P[1..k]]が Pqの同じ長さ kの接尾辞 P[m + 1 − k..m]

に一致しているとしよう。このとき、長さ π(q) をそのような長さ k の最大長
maxk{k | k < m and Pk @ Pq}であるとする。π(1) = 0と定義しておく。こうした関数
π : {1, . . . ,m} → {0, . . . ,m}を接頭辞関数という。
そのとき次にすべきことは、テキスト位置 iの文字 T[i]をパターン Pを +1文字
ずらして P[q + 1]と比較する素朴なアルゴリズムに依るのではなく（π(q)の選び方
から、結果は不一致となる）、q − π(q)ずらして P[π(q) + 1]（文字種は青）と比較す
ることである。q − π(q) > 1であれば +1だけずらして検査する素朴なアルゴリズム
に比べて文字列照合を高速化することができる。
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5.4 Knuth-Morris-Prattのアルゴリズム

まず、パターン P = P[1..m]の接頭辞関数 π : {1, 2, . . . ,m} → {0, 1, . . . ,m}を次で定
義しておこう。
定義 5.3 (Pの接頭辞関数)

π(q) = Pqの ‘真の’接尾辞となるような Pの最長の接頭辞の長さ

= max
k
{k | k < q and Pk A Pq}

図 5.6 はパターン P の接頭辞関数値 π(q) との関係を示している。パターン P の
長さ q ∈ {1, . . . ,m}の接頭辞 Pqに対して、Pqの長さ kの接頭辞 Pq[1..k]が Pqの真の
接尾辞（Pq[1] , Pq[m + 1 − k]）でもあるようなものを考える。そのような接頭辞
Pq[1..k]の最大の長さ K = maxk{k |Pq[m + 1 − k] A Pq}が接頭辞関数の値 π(q) = Kで
ある。

1

m+1-K q

P
n

T[n]

K

P [1..K]

P [m+1-K..m]

P [1]≠P [m+1-K]

q

q

q

q

q

π(q)=K

図 5.6 接頭辞関数 π : {1, . . . ,m} → {0, . . . ,m}. パターン Pの長さ q ∈ {1, . . . ,m}の接頭辞 Pq

において、その長さ kの接頭辞 Pq[1..k]が Pq の真の接尾辞（Pq[1] , Pq[m + 1 − k]）でもある
ような最大の長さ Kが接頭辞関数の値 π(q) = Kである。

パターン P の接頭辞関数 π はパターン P だけで決まり、指定するテキスト T に
は独立である。P = a b a a b c aの場合、次のようになる。

P a b a a b c a

q 1 2 3 4 5 6 7
π(q) 0 0 1 1 2 0 1

表 5.1 パターン P = a b a a b c aの接頭辞関数表
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パターン Pが与えられたとき、その接頭辞関数 πは次のように Prefix-function関
数として計算できる。

コード 5.4-1 パターン Pの接頭辞関数表作成アルゴリズム
Prefix - function (パターン P)
m = length (P) ;
$\pi$ (1) = 1;
k = 0;
for q = 2 to m do

while k > 0 and P[k + 1] $\not=$ P[q ] do
k = $\pi$ (k ) ;

i f P[k + 1] == P[q ] then
k = k + 1;

$\pi$ (q) = k
return $\pi$

演習 5.3与えられたパターン Pの長さが m = |P|とするとき、その計算量は O(m)で
あることを示しなさい。
ソース 5.4-1でパターン Pの接頭辞関数 πを計算しておくと、次の Knuth-Morris-

Prattアルゴリズム 5.4-2を使って文字照合を行うことができる [18]。

コード 5.4-2 Knuth-Morris-Prattアルゴリズム
Knuth- Morris - Pratt (テキスト T, パターン P)
n = length (T) ;
m = length (P) ;
$\pi$ = Prefix - function (P) ;
$\pi$ (1) = 1;
q = 0; マッチした文字数
for i = 1 to n do テキストを先頭からスキャン

while q > 0 and P[q + 1] $\not=$ T[ i ] do 次の文字がマッチしない
q = $\pi$ (q ) ;

i f P[q + 1] == T[ i ] then
q = q + 1; 次の文字がマッチ

i f q == m then
print パターン P がテキスト T を i - m だけシフトして見つかった
q = $\pi$ (q) 次のマッチを探す
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演習 5.4与えられたパターン P の長さが m = |P|、指定されたテキスト T の長さを
n = |T|とするとき、Knuth-Morris-Prattのアルゴリズムの計算量は O(m+n)である
ことを示しなさい。
次は与えたテキスト T = b a c b a b a b a a b c a b a 内のパターン P =

a b a a b c a を Knuth-Morris-Pratt アルゴリズムを使って照合する過程を表してい
る。括弧内の q の値は i に関する for ブロック終了時にマッチしている文字数を表
している。
i=1
[1]2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a
a b a a b c a (q=0)
1 2 3 4 5 6 7

i=2
1[2]3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a
[a]b a a b c a (q=1)
1 2 3 4 5 6 7

i=3
1 2[3]4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

a b a a b c a (q=0)
1 2 3 4 5 6 7

i=4
1 2 3[4]5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

a b a a b c a (q=0)
1 2 3 4 5 6 7

i=5
1 2 3 4[5]6 7 8 9 0 1 2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

[a]b a a b c a (q=1)
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1 2 3 4 5 6 7
i=6
1 2 3 4 5[6]7 8 9 0 1 2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

[a b]a a b c a (q=2)
1 2 3 4 5 6 7

i=7
1 2 3 4 5 6[7]8 9 0 1 2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

[a b a]a b c a (q=3)
1 2 3 4 5 6 7

i=8
1 2 3 4 5 6 7[8]9 0 1 2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

[a b]a a b c a (q=2)
1 2 3 4 5 6 7

i=9
1 2 3 4 5 6 7 8[9]0 1 2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

[a b a]a b c a (q=3)
1 2 3 4 5 6 7

i=10
1 2 3 4 5 6 7 8 9[0]1 2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

[a b a a]b c a (q=4)
1 2 3 4 5 6 7

i=11
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0[1]2 3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

[a b a a b]c a (q=5)
1 2 3 4 5 6 7
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i=12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1[2]3 4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

[a b a a b c]a (q=6)
1 2 3 4 5 6 7

i=13
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2[3]4 5
b a c b a b a b a a b c a b a

[a b a a b c a] (q=7) find
1 2 3 4 5 6 7

i=14
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3[4]5
b a c b a b a b a a b c a b a

[a b]a a b c a (q=2)
1 2 3 4 5 6 7

i=15
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4[5]
b a c b a b a b a a b c a b a

[a b a]a b c a (q=2)
1 2 3 4 5 6 7
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第 6章 文脈自由言語

6.1 形式文法

形式文法 G = (ΣN,ΣN,P,S) とは、非終端記号集合 ΣN, 終端記号集合 ΣT

（ΣN ∩ ΣT = φ）と開始記号 S ∈ ΣN と生成規則 Pの組で、生成規則の要素は次の形
の書き換え規則からなる。

P =
¶

(ΣN ∪ ΣT)† → (ΣN ∪ ΣT)∗
©

定義 6.1α ∈ ΣN, u, v, β ∈ (ΣN ∪ΣT)∗において、次のように文形式 (sentential form)を
定める。

(1)S ∈ ΣN は文形式。
(2)文形式 u, vからなる文形式 uαvが文形式であり、α → β ∈ Pのとき、uβvもま
た文形式。

(3)手続き (1), (2)だけで得られるものだけが文形式である。

終端記号だけのみからなる文形式 w ∈ Σ∗T を文 (sentence)という。
定義 6.2文法 Gにおいて、文形式 uαv ∈ (ΣN ∪ ΣT)†を書き換え規則 α → β ∈ Pで書
き替えて uβvを導くことを導出 (derivation)と称し、次のように記す。

uαv⇒
G

uβv

関係 ⇒
G
は (ΣN ∪ ΣT)∗上の 2項関係である。常に文形式内の最左の非終端記号に対

して生成規則を適用するとき最左導出、最右の非終端記号に対して生成規則を適用
するとき最右導出という。このとき、u を前文脈 (pre context)、v を後文脈 (post
context)と称する。

(ΣN ∪ ΣT)∗上の関係⇒
G
の反射的推移閉包を ∗

⇒
G
と記す。(ΣN ∪ ΣT)∗上の文形式列
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w0,w1, . . . ,wnが

w0 ⇒
G

w1 ⇒
G
. . .⇒

G
wn

の導出関係にあるとき、w0 は wnを導出するといい、w0
∗

⇒
G

wn と表す。
文法 G が与えられたとき、開始記号 S から導出される終端記号 ΣT 上の記号列

w ∈ Σ∗全体

L(G) = {w ∈ Σ∗
∣∣S ∗

⇒
G

w}

は文法 Gが生成する言語である。

6.2 正規文法

定義 6.3 (正規文法（3型文法）)文法 G = (ΣN,ΣT,S,P) が正規軍法であるとは、生
成規則が次の形式を持つことである：

A→ aB

または

A→ a

ただし、A,B ∈ ΣN, a ∈ ΣN であり、また開始記号 Sについては次の例外が許される：

S→ ε

例 6.1Ge = ({S,A}, {0, 1},S,Pe)において

Pe :
{

S→ ε | 0A,

A→ 1 | 1A
}

は、生成規則が定義 6.3 の形式だけに従っているため正規文法で空語 ε を含む次の
言語を定める。

L(Ge) = {ε, 01, 011, 0111, . . . }.
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6.2.1 有限オートマトンから正規文法を構成

与えられた有限オートマトンに対し、それが受理する文字列を導出すつ等価な
正規文法 GM が存在する。有限オートマトンとして一般性を失うことなく、DFA
M = (Q,Σ, δ, q0,F)（Q ∩ Σ = φ）とできる。
この DFA M からさだまる正規文法 GM = (ΣN,ΣT,S,PM) を次のように構成で
きる。

(1)非終端記号の集合 ΣN = Q.
(2)開始記号 S = q0.
(3)状態遷移関数の対応 B = δ(A, a)ごとに、生成規則 P′M として A → aBを追加す
る。このとき、Q 3 B が受理集合 F に属しているときには、P′M に生成規則
A→ aを追加する。

P′M :
{

A→ aB if δ(A, a) = B
}

(6.1)

∪
{

A→ a if δ(A, a) = B かつ B ∈ F
}

(6.2)

(4)求める生成規則 PM として

PM =

P′M if q0 < F

P′M ∪ {S→ ε} if q0 ∈ F.
(6.3)

こうして構成された正規文法 GMは L(GM) = L(M)を満たす。
例 6.2図 6.1の DFAが受理する言語を導出する等価な正規文法 G = (ΣN,ΣT,S,P)は
次のようになる。

ΣN = {q0, q1}, ΣT = {0, 1}

P =
{

q0 → 1 | 0q0 | 1q f ,

q f → 0 | 1q0 | 0q f
}
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q0

start

q1

1

1

0 0

図 6.1 1の奇数性をチェックする DFA

6.2.2 正規文法から有限オートマトンを構成

一方、任意の正則文法 G = (ΣN,ΣT,S,P)が導出する文字列だけを受理する ε-動作
を持つ有限オートマトンMG = (QG,ΣG, δG, q0,FG)を以下のようにして構成すること
ができる。

(1)状態の有限集合 QG = ΣN ∪ {q f }（ただし、追加する状態 q f は q f < ΣN）.
(2)初期状態 q0 = S.
(3)受理状態の集合 FG = {q f }.
(4)状態遷移関数 δGを次のように定義する。

(a) 生成規則の集合 Pから生成規則の集合 P′を定める。

P′ =
{

A→ aB
∣∣A→ aB ∈ P, A,B ∈ ΣN, a ∈ ΣT

}
∪
{

A→ aq f
∣∣A→ a ∈ P, A ∈ ΣN, a ∈ ΣT ∪ {ε}

}
.

(b) A ∈ Qと a ∈ ΣT ∪ {ε}の各組み合わせに対して

δ(A, a) =
{

B′ ∈ Q
∣∣A→ aB′ ∈ P′, B′ ∈ ΣN ∪ {q f }

}
.

こうして構成された ε-動作を持つ有限オートマトン MG は L(MG) = L(G) を満
たす。
例 6.3例 6.1で定めた正規文法 Ge と等価な ε-動作を持つ有限オートマトン Me は次
のようになる。

92



Sstart A

q f

0

1

ε

1

図 6.2 例 6.1で定めた正規文法 Ge と等価な DFA

6.3 文脈依存文法

文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)が文脈依存文法 (CSG: Context Sensitive Grammar)とは、
書き換え規則の有限集合 P = {s→ t}が

s ∈ (ΣN ∪ ΣT)†, t ∈ (ΣN ∪ ΣT)∗, |s| 5 |t|

であって、開始記号 S ∈ ΣN を持つ文法である。
例 6.4次の文脈依存文法 G1 = ({S,A,B}, {a, b},P1,S) が導出する言語 [15, 例題 5.10]。

P1 = {S→ aSBA
∣∣ abA,

AB→ BA,

bB→ bb,

bA→ ba,

aA→ aa}.

G1 は次のような導出が可能である。

S⇒ aSBA⇒ aabABA⇒ aabBAA⇒ aabbAA⇒ aabbaA⇒ aabbaa.

演習 6.1例 6.4 の文脈依存文法 G1 が生成する言語 L(G1) を帰納法によって示しな
さい。
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例 6.5次の句構造文法 G2 = ({S,A,B,C}, {a},P2,S) が導出する言語 [10, 例 5.1]。

P2 = {S→ BAB, BA→ BC,

CA→ AAC, CB→ AAB

A→ a, B→ ε}.

G2 は次のような導出が可能である。

S⇒ BAB⇒ BCB⇒ BAAB⇒ BCAB⇒ BAACB⇒ BAAAAB⇒ BCAAAB

⇒ BAACAAB⇒ BAAAACAB⇒ BA6CB⇒ BA8B⇒ A8
⇒ a8

演習 6.2例 6.5の文法 G2 が生成する言語 L(G2)を帰納法によって示しなさい。
例 6.6言語 L(G2)は句構造文法よりも狭いクラス属する次の文脈依存文法
G3 = ({S,A,B1,B2,C,D,E}, {a},P3,S)でも生成可能である [10, 5章演習 5.1]。ただし、
L(G3) = L(G2) − {aa}.

P3 = {S→ aa
∣∣B1AAB2, B2B2 → aa,

B1A→ aB2
∣∣CDEA, B2A→ aB2,

EA→ DDE, EB2 → AB2,

DA→ AA, CA→ B1A}.

S⇒ B1AAB2 ⇒ CDEAAB2 ⇒ CDDDEAB2 ⇒ CDDDDDEB2

CDDDDDAB2 ⇒ CDDDDAAB2 ⇒ CDDDAAAB2 ⇒ CDDAAAAB2

⇒ CDAAAAAB2 ⇒ CAAAAAAB2 ⇒ B1AAAAAAB2 ⇒ aB2AAAAAB2 ⇒ aaB2AAAAB2

⇒ · · · ⇒ aaaaaAB2B2⇒ aaaaaaB2B2 ⇒ aaaaaaaa.

演習 6.3文法 G3 が生成する言語 L(G3)を帰納法によって示しなさい。
例 6.7次の文脈依存文法 G4 = ({S,A,B,C,Ta,Tb,Tc}, {a, b, c},P4,S)が導出する言語 [9,

94



例 15.7]。

P4 = {S→ ABCS |ABTc,

CA→ AC, BA→ AB,

CB→ BC, CTc → Tcc,

BTc → Tbc, BTb → Tbb,

ATb → Tab, ATa → Taa,

Ta → a}.

S⇒ ABCS⇒ ABCABTc ⇒ ABACBTc ⇒ ABABCTc → AABBCTc → AABBTcc

⇒ AABTcc⇒ AATbbcc,⇒ ATabbcc⇒ Taabbcc⇒ aabbcc

演習 6.4例 6.7 の文脈依存文法 G4 が生成する言語 L(G4) を帰納法によって示しな
さい。
例 6.8次の文脈依存文法 G5 = ({S,B}, {a, b, c},P5,S)が導出する言語。

P5 = {S→ aSBc
∣∣ abc,

AB→ BA,

cB→ Bc,

bB→ bb}.

S⇒ aSBc⇒ aabcBc⇒ aabBcc⇒ aabbcc.

演習 6.5文法 G5 が生成する言語は例 6.7 の文法 G4 が生成する言語と同じであるこ
とを示しなさい。
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6.4 文脈自由言語

6.4.1 文脈自由文法

定義 6.4文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)が文脈自由文法 (CFG: context free grammar) とは、
生成規則 Pが

A→ α, A ∈ ΣN, α ∈ (ΣN ∪ ΣT)∗

の形の有限集合からなり、文形式 uAv（u, v ∈ (ΣN ∪ ΣT)∗）において Aの前後の文
脈に無関係に置き換え規則が適用できて、

uAv⇒
G

vαv

と導出できるような文法である。置き換え規則 A → αにおいて、。α = εのときは
ε-生成という。非終端記号 Aを左側に持つ複数の置き換え規則 A→ α1, . . . ,A→ αn

があるとき、記号 |を orの意味で使って

A→ α1
∣∣ . . . ∣∣αn

と表すことがある。
例 6.9文脈自由文法 G1 = ({S}, {0, 1},P1,S)

P1 = {S→ 0S1, S→ ε}.

G1 の導出は次のようになる。

S⇒
G1

0S1⇒
G1

00S11 ∗

⇒
G1

0nS1n
⇒
G1

0n1n.

これより、言語

L = {0n1n
∣∣n = 0}

は G1 によって生成される文脈自由言語である。
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例 6.10文脈自由文法 G2 = ({S,A,B}, {0, 1},P2,S)

P2 : S→ 0B
∣∣ 1A,

A→ 0
∣∣ 0S

∣∣ 1AA,

B→ 1
∣∣ 1S

∣∣ 0BB.

演習 6.6文法 G2 が生成する言語を帰納法によって示しなさい。
文脈自由文法での導出 u ⇒

G
vとは、Gの P内の生成規則 A → αの左辺に登場す

る非終端記号 A が文形式 u 内のどこかにあれば、その場所によらずに記号列 α に
置き換えて文形式 vが得られる。
ΣT 上の言語 L ⊆ Σ∗T に対して、Lを生成する文脈自由文法 Gが存在するとき、L

を文脈自由言語 (CFL: context free language)という。言語階層に関する結果から、
文脈依存言語はその真の部分集合として文脈自由言語を含む。したがって、文脈自
由言語は文脈依存文法によって生成されるが、その逆、文脈自由文法によって生成
できない言語集合が存在する。
定義 6.5文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S) に対する導出木 (derivation tree)（解析木
(parse tree)または構文木 (syntax tree)ともいう）を次で定義する。

(1)各 a ∈ ΣN∪ΣT に対して、記号 aをラベルに持つ 1つの頂点だけからなる木（図
6.3）は導出木である。

a

図 6.3 1頂点 a ∈ ΣN ∪ ΣT だけからなる導出木

(2)ε-生成規則 A→ ε(A ∈ ΣN) に対して木（図 6.4）は導出木である。

A

ε

図 6.4 ε-生成規則 A→ ε の導出木
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(3)木の根のラベルが A1, . . . ,An ∈ ΣN ∪ΣT である導出木を T1, . . . ,Tnとする。Gの
生成規則 P : A → A1 . . .Anに対して、Aを根とする図 6.5のような木は導出木
である。

A

A1 . . . An

T1 Tn

図 6.5 生成規則 A→ A1 . . .An からの導出木

(4)手順 (1),(2),(3)を使って定義される有限木だけが導出木である。

演習 6.7例 6.10で与えられた文脈自由文法 G2の導出木を書いてみなさい。
文法 Gの導出 A ∗

⇒
G
α, (A ∈ ΣN, α ∈ (ΣN ∪ ΣT)∗)において、各導出で適用された生

成規則（被置き換え記号は 1度に 1つだけ）を定めることによって導出木 Tは一意
に定まり、Tの葉を左から右へ走査した記号列が αとなっている。導出 A ∗

⇒
G
αが、

その各段階において記号列の最左にある非終端記号が置き換えられて得られている
とき最左導出 (leftmost derivation)、その各段階において記号列の最右にある非終端
記号が置き換えられて得られているとき最右導出 (rightmost derivation)という。
次の補題から、文脈自由文法の導出は最左導出だけを考えるだけで十分である。
補題 6.1導出 x ∗

⇒
G

yを文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)の導出とする。このとき、x

から yへの最左導出がある。

証明
�

定義 6.6文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)がある語 w ∈ L(G)に対して 2つ以上の異な
る導出木を持つとき、Gは曖昧 (ambiguous)という。
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例 6.11加法と乗法からなる式を生成する文脈自由文法 G3 = {{S,T}, {a, b,+, ∗},P3,S}

P3 : S→ S + S
∣∣S ∗ S

∣∣T,

T→ x | y.

G3 は中置き式 (infix)の加乗法の式を生成する。x ∗ y + xの導出は、(x ∗ y) + xまた
は x ∗ (y + x)と 2つの導出木を持ち、曖昧である。
演習 6.8例 6.11 の文脈自由文法 G3 で生成される文の導出木が 2 つ以上ある別の文
例を挙げなさい。
演習 6.9次の文脈自由文法 Ga = ({S,A,B}, {a, b},P,S)ga 曖昧（ある語の導出過程を表
す導出木が複数ある）であることを示しなさい。

Pa : A→ AC
∣∣ CB, A→ aAb

∣∣ ab, B→ bB
∣∣ ba, C→ ac

∣∣ a.

[ヒント] 導出 aabbaの導出過程を複数上げることができる。
文脈自由言語 L は、それを生成するどんな文脈自由文法 G も曖昧であるとき
本質的に曖昧 (inherently ambiguous) という。本質的に曖昧な文脈自由言語が存在
する [1]。

6.4.2 文脈自由文法の例

生成する言語が非自明な文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)を考えてみよう。
演習 6.10文脈自由文法 G4 = ({S,A,B,C}, {0, 1},P4,S)

P4 : S→ BAB
∣∣BA

A→ 0
∣∣ 0S

∣∣ 1AA,

B→ 1
∣∣ 1S

∣∣ 0BB

が定める言語 L(G4)を決定しなさい。
演習 6.11ΣT = {a, b}上の任意の回文 (palindrome)

{
w |w = wR,wRは wの反転

}
を生成する文脈自由文法 G7 を構成しなさい。
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演習 6.12ΣT = {a, b}として、言語{
wwR

|w ∈ Σ∗T,w
Rは wの反転

}
を生成する文脈自由文法 G6 を構成しなさい (節 7.3の例 7.5節参照）。
演習 6.13ΣT = {a, b, c}として、言語{

wcwR
∈ Σ∗T |w ∈ {a, b}

∗,wRは wの反転
}

を生成する文脈自由文法 G5 を構成しなさい。
演習 6.14次の文脈自由文法 G8 = ({S,T}, {a, b},P8,S)が定める言語 L(G8)を決定しな
さい。

P8 : S→ aSb
∣∣T,

T→ bTa
∣∣ ε

[ヒント]

L(G8) =
{

anbmambn
∣∣n = 0,m = 0

}
.

演習 6.15次の文脈自由文法 GN = ({S,A,B}, {a, b},PN,S)が定める言語 L(GN)を決定し
なさい。

PN : S→ aB
∣∣ bA

∣∣ ε
A→ aS

∣∣ bAA

B→ bS
∣∣ aBB.

[ヒント] GN は aと bの出現回数が等しい言語を生成する（演習 7.9参照）。

L(GN) =
{

w ∈ {a, b}∗ |Na(w) = Nb(w)
}

非終端記号を Sだけ 1使う文法規則

P′ : S→ aSbS | bSaS | ε

でも L(GN)が生成できることに注意。
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演習 6.16次の文脈自由文法 Gabc = ({S,S1,S2,A,C}, {a, b, c},Pabc,S) が定める言語
L(Gabc)を決定しなさい。

Pabc : S→ S1C
∣∣AS2,

S1 → aS1b
∣∣ ε,

S2 → bS2c
∣∣ ε,

A→ aA
∣∣ ε,

C→ cC.

[ヒント] Gabc は次の言語を生成する。

L(Gabc) =
{

aib jck
| i = j または j = k, i, j, k = 0

}
演習 6.17次の文脈自由文法 Gab = ({S,B}, {a, b},Pab,S) が定める言語 L(Gab) を決定し
なさい（演習 7.10参照）。

Pab : S→ aSbB
∣∣ ε,

B→ b
∣∣ ε.

[ヒント]

L(Gab) =
{

aib j
∣∣ 0 5 i 5 j 5 2i

}
.

演習 6.18文脈自由文法 G9 = ({S,T,U,X}, {a, b, c},P9,S)

P9 : S→ XSX |T,

T→ cUc,

U→ XUX | a | b | ε,

X→ a | b.

が定める言語 L(G9)を決定しなさい。
[ヒント]

L(G9) =
{

xcycz
∣∣ |x| = |z|, x, y, z ∈ {a, b}2}.
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演習 6.19次の CFGを生成する文法を構成しなさい。

(1)L1 = {anbnam
|m,n = 1}

(2)L2 = {anbmam
|m,n = 1}

演習 6.20次の文脈自由言語を生成する文法を定めさない。

(1)L1 = {anbm
| 1 5 n,m = n + 1}

(2)L2 = {anbm
| 1 5 m,n = m + 1}

(3)L3 = {anbm
| 1 5 n 5 m}

(4)L4 = {anbm
| 1 5 m 5 n}

(5)L5 = {anbm
|m,n = 1,m , n}

演習 6.21ΣN = {S,A,B},ΣT = {a, b, c} と し、 CFG G1 = (ΣN,ΣT,P1,S) と G2 =

(ΣN,ΣT,P2,S)を次のように定める。

P1 : S→ aAbB, A→ aAb | ε, B→ cB | c,

P2 : S→ AbBc, A→ aA | a, B→ bBc | ε.

(1)L(G1),L(G2)はどのようなものか。
(2)L(G1) ∪ L(G2)を生成する CFGを構成しなさい。
(3)L(G1) ∩ L(G2)はどのような言語か。

ヒント) 演習 6.4、演習 6.19

6.5 文脈自由文法の簡約化

文脈自由言語 Lが与えられているとき、その言語を生成する CFG G（L = L(G)）
は唯一つに定まらない。CFG に冗長な記号や生成規則を保つ場合、それらを見つ
けて除去して簡約化することを考える。
正規言語は Myhill-Nerode の定理（4.6）にあったように（したがって、その文法
型も）、状態数を最小化して簡約する方法は（同型を除いて）ただ一つに定まるが、
文脈自由文法では簡約化は唯一に定まるとは限らない。
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例 6.12無意味な ε-規則や単位記号の置き換えは簡約できる。簡約化は一通りに決
まるわけではない。

(1)P1 : S→ aA, A→ bA | ε.
書き換え A→ εは、右辺に Aが登場する全ての規則を書き直して ε-規則を、

削除できる。
⇒ S→ aA | a, A→ bA | ba.

(2)P2 : S→ aA, A→ aB |B, B→ bB | b.
単位規則 A → Bがあれば、右辺に Bが登場する全ての規則を書き直して、

削除できる。
⇒ S→ aA, A→ aB | bB | b, B→ bB | b.
⇒ S→ aA | aB, A→ aB, B→ bB | b.
⇒ S→ aA | abB | ab, A→ aB, B→ bB | b.

演習 6.22例 6.12 の CFG の生成規則 P1,P2 の簡約によって、生成される CFL は変
わらないことを示しなさい。

CFGの簡約化には、無用記号、ε-生成規則、単位生成規則を見つけて生成規則を
書き換える。

6.5.1 無用記号の除去

文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)において、開始記号 Sからの導出において非終端
記号 X ∈ ΣN が有用 (useful)とは次の 2条件を満たすことである。

生記号 X ∗

⇒ w, w ∈ ΣT. (6.4)

到達可能記号 S ∗

⇒ αXβ, α, β ∈ (ΣT ∪ ΣT)∗ (6.5)

記号 X ∈ ΣN について有用な導出がないとき、非終端記号 Xを無用 (useless )とい
う。L(X) = φである非終端記号を死記号 (dead symbol)という。
無用記号は、次の 2段階を順に経ることによって見つけることができる。

(1)生記号 (live symbol) を逐次的に見つけ尽くして死記号の集合を求める。開始
記号以外の死記号は無用である。死記号を含む生成規則は除去できる。
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(2)到達可能記号（∈ ΣN ∪ ΣT）を逐次的に見つけ尽くして残された記号は開始記
号から到達不能記号である。到達不能記号を含む生成規則は除去できる。

例 6.13次の生成規則

P : S→ aAB, A→ aBB, B→ ab, B→ cCD, D→ d.

(1)Pの生成規則で、右辺が終端記号列 ∈ ΣT である規則の左辺の記号 B,Dは自明
な生記号集合 N1 = {B,D}となる。これより、Aを左辺に持つ規則も終端記号
列を導出することがわかり生記号集合 N2 = N1 ∪ {A}が求まる。さらに、これ
より、開始記号 Sも生記号であることがわかり生記号集合 N3 = {S,A,B,D}が
求めらる。Pにおいて、右辺が (ΣT∪N3)∗であるような規則はなく、N3以上の
生記号集合はないことがわかる、ΣN−N3 = {C}が死記号である。Pから死記号
Cを含む生成規則 B→ cCDを取り除いて

P′ : S→ aAB, A→ aBB, B→ ab, D→ d

を得る。
(2)開始記号は自明な到達可能記号の集合 R1 = {S}. Sを左辺とする規則から、到
達可能記号の集合は拡大され R2 = R1 ∪ {a,A,B}となる。さらに A,Bを左辺に
持つ生成規則から到達可能記号集合 R3 = R2 ∪ {b} = {a, b,S,A,B}を得る。R3の
記号を左辺に持つ規則はないため、R3 以上の到達可能集合はない。これより、
非終端記号 D および終端記号 d は到達不能。P′ から {d,D} を含む規則を除去
して

P′′ : S→ aAB, A→ aBB, B→ ab

を得る。

演習 6.23例の生成規則 Pから生成される言語を定めなさい。

6.5.2 ε-生成規則の除去

CFG G = (ΣN,ΣT,P,S) の生成規則 P において、A → ε は ε-生成規則という。
ε < L(G)であるとき、ε-生成規則は本質的でなく、除去することができる。

CFG Gが次の条件のどちらかを満たす時、Gは ε-無し (free)という。
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•Pには ε-生成規則がない（ε < L(G)）。
•P内の唯一の ε-生成規則は S→ εで（ε ∈ L(G)）、開始記号 Sは Pの右辺には現
れない。

CFG Gは次の段階を経て、ε-無し文法 G′に簡約化できる。

(1)消去可能記号 (nullable)（A ∗

⇒ εが可能な非終端記号）の集合 Nεをすべて見つ
ける。

(2)ε-生成の除去して簡約化した生成規則 P′を作る。
(a) 生成規則 Pから、右辺に消去可能記号 (∈ Nε)を含まない規則を P′の規則
とする。

(b) P内の右辺に消去可能記号な記号を含む規則

A→ α0E1α1 · · ·Enαn, Ei ∈ Nε, αi ∈ (ΣT ∪ (ΣN −Nε))∗

に対し、次のような Xi = Eiまたは Xi = ε(i = 1, . . . , n)とした可能な組み合
わせを P′の要素とする。

A→ α0X1α1 · · ·Xnαn, ただし α0X1α1 · · ·Xnαn 6 φ.

(c) S ∈ Nε（ε ∈ L(G)）のとき、P′の要素として

S′ → ε,S′ → S, S′ < Nε,N′ = N ∪ {S′}.

一方、S < Nε（ε < L(G)）のとき、N′ = N,S′ = S.
以上から、S′ → ε以外の ε-生成規則は除去される。

例 6.14次の CFG G = ({S,A,B,C}, {a, b, c},P,S)

P : S→ aAC |BC, A→ AA |B, B→ b |C, C→ ε.

(1)消去可能記号集合
右辺に εを持つ自明な消去可能記号集合 N1 = {C}. 右辺に N1の要素からな

る規則から、N2 = N1 ∪ {B}. これより、右辺に N2 の要素からなる規則から、
N3 = N2 ∪ {S,A}. N3 はこれ以上拡大できず、Nε = N3 = {S,A,B,C}.

(2)ε-生成を除去した P′の規則。
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(a) B→ b.
(b) S→ a | aA | aC | aAC |B |C |BC, A→ A |AA |B, B→ C.
(c) S′ → ε |S.
これより、Cは死記号（無用）となり、S→ aC | aAC |C |BC, B→ Cは除去さ
れる。

以上から、無用記号 Cを含む規則は除去して

P′ : S′ → ε |S, S→ a | aA |B, A→ A |AA |B, B→ b.

演習 6.24上の例の CFG Gから定まる言語 L(G)を決定しなさい。

6.5.3 単位規則の除去

CFG G の生成規則 Pにおいて、A→ B（A,B ∈ ΣN）の形の規則を単位規則 (unit
production)といい、次の段階を経て除去可能で、新しい生成規則 P′を作る。

(1)各 A ∈ ΣN について、Aから単位規則だけで導出される Aを含む集合 NAを次
のようにして逐次的に求める。N(0)

A = {A}から、

N(i)
A = N(i−1)

A ∪

¶
B
∣∣X→ B, X ∈ N(i−1)

A

©
が N(k)

A = N(k−1)
A となるまで繰り返して Na = N(k)

A とする。CFG Gは既に ε-無し
となっているため

NA =
{

B
∣∣A ∗

⇒ B
}

である。
(2)各 A ∈ ΣN について、B ∈ NAかつ B→ α ∈ Pとなる alpha

A ∗

⇒ B⇒ α, |α| , 1

を求め、A→ αの形すべてだけを P′の要素とする。

演習 6.25次の CFG の生成規則 Pを簡約化して ε-生成規則を除去しなさい。

(1)S→ aA, A→ aA | bB, B→ bB | ε.
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(2)S→ aAB, A→ a | aA |Bb, B→ bB | ε.
(3)S→ aA, A→ b | aA |B, B→ cB | ε.
(4)S→ aAB, A→ aA |AB | ε, B→ bB | ε.

演習 6.26次の CFG の生成規則 P と等価な単位規則を持たない生成規則を作りな
さい。

(1)S→ aA, A→ aA |B, B→ bB |ｂ.
(2)S→ aA, A→ aA |B, B→ bB | bA | b.
(3)S→ A |B, A→ aA | a, B→ bB | b.

演習 6.27次の CFG の生成規則 Pを簡約化して ε-生成規則を除去しなさい。

(1)S→ AB | a, A→ a.
(2)S→ A |C, A→ aC | bSa | b, B→ SB |BAa, C→ AS | bC.
(3)S→ AC |CB, A→ aAb | bDa | ab, B→ bBa | ba, C→ aC |C | a, D→ SE

E→ D, F→ aFb | ab.
(4)S→ A, A→ B |CD B→ DE, C→ aCb | ab, D→ aC | a, E→ bEa | ba.
(5)S→ AB, A→ ABAC |B | a, B→ C | b | ε C→ B |C | ε

(6)S→ A, A→ AB | a, B→ C | b, C→ A | c

(7)S→ aAbB, A→ aAb | ε, B→ cB | c

(8)S→ AbBc, A→ aA | a, B→ bBc | ε

6.6 文脈自由文法の標準形

6.6.1 Chomsky標準形

定義 6.7文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)において、すべての生成規則が次の形式で
あるとき、Gは Chomsky標準形 (Chomsky normal form)であるという。

(1)A→ BC, A,B,C ∈ ΣN

(2)A→ a, a ∈ ΣT

(3)S→ ε
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ただし、(3) S→ ε ∈ Pのとき、(1)において B,C ∈ ΣN − S.
定理 6.1ε を含まない任意の文脈自由言語 L は、Chomsky 標準形を持つ文法 G に
よって生成される。Lが εを含むとき、ε-生成規則は

S→ ε (??′)

のみを含み、Gには他の ε-生成規則はない。

証明 概略)次の手順で Chomsky標準形を構成できる。

(1)ε を含まない任意の CFG G に対し、いつでも ε-生成規則や単位規則を含まな
い等価な文法 G1 を求めることができる。

(2)その生成規則で A→ X1X2 · · ·Xm の形を考える（m = 2）。Xi = a ∈ ΣT のとき、
新しい非終端記号 X̄i を追加して Σ′N を更新し、同時に文法規則において Xi を
X̄i に置き換えたうえで、Chomsky標準形規則 X̄i → aを導入して P′ を更新す
る。こうして得られる εを含まない任意の文脈自由文法 G2 = (Σ′N,ΣT,P′,S)は、
その規則 P′が

A→ a, a ∈ ΣT,

A→ B1B2 . . .Bm, Bi ∈ Σ
′

N

という形になる。
(3)m = 3であるような P′の生成規則 A → B1B2 . . .Bmについて、新しい非終端記
号 D1,D2, . . . ,Dm−2 を加えて、その生成規則を次のように書き換えることがで
きる。

A→ B1B2 . . .Bm

A→ B1D1

D1 → B2D2

...

Dm−3 → Bm−2Dm−2

Dm−2 → Bm−1Dm−1
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(4)こうして定めた非終端記号集合 Σ′′N と生成規則 P′′ から決まる G3 =

(Σ′′N,ΣT,P′′,S)が求める文法で、L = L(G3).

証明の概要から、生成規則に Chomsky 標準形の形式になっているものは流用す
る。その他の形については、たとえば、X,A,B,C ∈ ΣN, a ∈ ΣT のとき

A→ aB ⇒ X→ AB,A→ a

A→ ABC ⇒ X→ AY,Y→ BC.

例 6.15ΣN = {S,A,B,C},ΣT = {a, b},

P : S→ AaC |CbBa, A→ aAb | ab, B→ bB | b, C→ Ca | a.

を Chomsky標準形に書き換える。

S→ AaC⇒ S→ AS1,S1 → S2C,S2 → a

S→ CbBa⇒ S→ CS3,S3 → S4S5,S5 → BS2

A→ aAb⇒ A→ S2A1,A1 → AS4

A→ ab⇒ A→ S2S4

B→ bB⇒ B→ S4B

C→ Ca⇒ C→ CS2.

演習 6.28次の生成規則で定まる CFG を Chomsky 標準形に書き換えなさい。ただ
し、0, 1, 2, a, b,+, ∗, (, ), xは終端記号。

(1)S→ AB, A→ A1 |A2, B→ B0 | 0.
(2)S→ Ab, A→ aAb | ab.
(3)S→ Sb | aSb | ab.
(4)S→ aA |Bb, A→ aA | aAb | ab, B→ Bb | aBb | ab.
(5)S→ S + S |S ∗ S | (S) | x.
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6.6.2 Greibach標準形

文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)において、

A⇒ α ∗

⇒
G
βAγ, α, β, γ ∈ (ΣN ∪ ΣT)∗

であるとき、A は再帰的 (recursive) であるという（節 6.7 の自己埋込的の定義 6.9
と比較）。
γ = εのときは、Aは右再帰的 (right recursive)という。一方、β == εのとき

A⇒
G
α
∗

⇒
G

Aγ, α, γ ∈ (ΣN ∪ ΣT)∗

であるような 1段階以上の導出があるとき、Aは左再帰的 (left recursive)という。
とくに、生成規則 Pが A → Aα′（α′ ∈ (ΣN ∪ ΣT)∗）を含むとき、Aは直接左再帰的
であるという。
定義 6.8文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)において、すべての生成規則が次の形式で
あるとき、Gは Greibach標準形 (Greibach normal form)であるという。

(1)A→ aB1B2 · · ·Bm, a ∈ ΣT,B1, . . . ,Bm ∈ ΣN

(2)A→ a, a ∈ ΣT

(3)S→ ε

ただし、(3) S→ ε ∈ Pのとき、(1)において Bi ∈ ΣN − S.
Gleibach標準形は左再帰的ではない。左再帰的生成規則であっても、それが生成
する言語を変えることなく左再帰的「でない」生成規則である Gleibach 標準形に
変換することができる。
このために左再帰的規則を除去する必要がある。文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)

のある生成規則

A→ α1Bα2, B ∈ ΣN, α1, α2 ∈ (ΣN ∪ ΣT)∗

が除去したい規則である時、Bを左辺に持つ置き換え規則すべて

B→ β1 · · · βr
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を使って、次の r個の規則で置き換えればよい。

A→ α1β1α2 | · · · |α1βrα2.

Aに着目したとき、Aの直接左再帰性を除去するには次のようにする。置き換え
後も Aで始まる r個の規則と置き換え後に Aで始まらない s個の規則

A→ Aαi, αi ∈ (ΣN ∪ ΣT)∗, i = 1, . . . , r

A→ β j, j = 1, . . . , s

があるとする。直接左再帰性を除去するには、新しく記号 Bを導入して、先の r個
の直接左再帰的な規則を、次の s + 2r個の新しい規則で置き換えれば良い。

A→ β jB, j = 1, . . . , s

B→ αi |αiB, i = 1, . . . , r.

以上、これからのような置き換え規則の除去によっても、文法は等価で生成される
言語は変わらない。

6.7 自己埋込と反復補題

定義 6.9文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)が自己埋込み的 (self-embedding)とは、ある
非終端記号 A ∈ ΣN が存在して

A ∗

⇒
G
αAβ, α, β ∈ (ΣN ∪ ΣT)†,

(
|α|, |β| = 1

)
となる導出が可能であることである。この Aは自己埋込み的という。
言語が自己埋込というのは、それを生成する「すべての」文法が自己埋め込みで
あるときである（Lを生成するある Gが自己埋め込みだというだけでは不十分）。
文脈自由文法で A について自己埋込みであるとき、A の前後の文脈には依存せず
に導出可能であることから、任意の k = 1について

A ∗

⇒
G
αAβ ∗

⇒
G
ααAββA ∗

⇒
G
. . .

∗

⇒
G
αkAβk, k = 1

を導出できる。
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と こ ろ で、 正 規 言 語 を 生 成 す る 決 定 有 限 オ ー ト マ ト ン (Q =

{qA, qB, . . . },ΣT, δ, q0,F = {q f }) に 1-1 対応する正規文法 GR の (右線形) 生成
規則は次の形を持つ。

A→ aB ⇔ δ(qA, a) = qB ≡

qA qB

a

A→ a, a ∈ Σ∗T ⇔ δ(qA, a) = q f ≡

qA q f

a

記号 Aからの導出は A ∗

⇒
GR

a1 . . . akCとなり非終端記号は文形式の最後にだけ現れ

るために、正規文法自己埋込にはなり得ない。
ただし、ある 1つの文法が自己埋込み的であるといっても、それが生成する言語
が非正規言語であるとは限らない。実際、自己埋込み的文法のいくつかは正規言語
を生成する。
例 6.16文法 GR0 = ({S}, {a}, {S → aSa,S → aa,S → a},S)は自己埋込み的である。GR0

が生成する言語

L(GR0) = {ak
| k = 1}

は正整数個の a持つ文字列となる。一方、文法 G′R0 = ({S}, {a}, {S → aS,S → a},S)は
L(GR0)と同じ言語を生成するが、文法 G′R0は自己埋込み的ではない。
演習 6.29文法 GR0 または文法 G′R0 が生成する言語を受理する有限オートマトンを
構成してみなさい。これより、これら文法が生成する言語は正規であることを示し
なさい。
例 6.17文法 GR1 = ({S}, {a}, {S → aSa,S → a},S)は自己埋込み的である。GR1が生成
する言語

L(GR1) = {a2k+1
| k = 0}

は奇数個の a持つ文字列となる。これを受理する 2状態の有限オートマトンを容易
に構成できるために L(GR1) は正規言語である。L(GR1) と同じ言語を生成する自己
埋込み的でない文法を定めなさい。
演習 6.30文法 GR1 またはそれと同等な文法が生成する言語を受理する有限オート
マトンを構成してみなさい。

112



定義 6.10ある言語 Lを生成するすべての文法が自己埋込み的であるとき、Lは自己
埋込み的言語という。
したがって言語の自己埋込み性をいうためには言語を生成する文法の 1つが自己埋
込みであるというだけでは不十分である。
実際、次を証明することができる。
定理 6.2すべての非正規な文脈自由言語は自己埋込み的で、すべての自己埋込み的
言語は非正規である [6, Theorem 2.8]。言語が正規であるとは、それが文脈自由な
非自己埋込み的であるときに限る [5, Thorem 5.5]。

証明 ここでは、2番目の主張を証明する。
どんな正規言語も自己埋込み的でないことから、言語 L が自己埋込み的であれ
ば、それは正規ではないことになる。
逆に、Lが非自己埋込みでない文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)によって生成され
ると仮定する。このとき、正規文法に書き換え可能であることを証明できる。一般
性を失うことなく、各 A ∈ ΣN について Sから導出される文形式が Aを含むと仮定
してよい（そうでない場合、Aや Aを含む規則は L(G) を変えることなく除去する
ことができる）。以下、2つの場合にわけて考える。
[場合 1]. 各 A ∈ ΣN において、Aからの導出が Sを含む場合。
生成規則 P において、右辺に非終端記号を含むすべての規則は次の 4 つの型

(i) A → αBβ, (ii) A → αB, (iii) A → Bβ, (iv) A → Bのいずれかである（A,B ∈ ΣN,
α, β ∈ (ΣN ∪ ΣT)†）。

Pが (i)の型を含むとき、仮定よりその導出はある語 α1, α2, β1, β2を使って

A⇒ αBβ ∗

⇒ αα1Sβ1β
∗

⇒ αα1α2Aβ2β1β.

α, β , εであるため Gは自己埋込みとなってしまい、この型の規則は Pにはない。
同様な矛盾は P が (ii),(iii) の型を含むときにも生じる。P が型 (ii) を 1 つ含むと
き、Pに含まれる型 (ii)のすべての規則において、αは ΣT 上の語である。さもない
と Pは型 (i)や (iii)の規則も含んでしまう。これは、Gが右線形文法であることを
意味する。おなじく、Pが型 (iii)の規則を含むとすると Gは左線形になり、これら
両者から L(G)は正規言語である。以上のことより、Pが型 (i)-(iii) の規則を含まな
ければ L(G)は正規言語である。
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[場合 2]. A1
∗

⇒ αSβとなる α, β ∈ (ΣN ∪ ΣT)†がないような非終端記号 A1 がある
場合。

L(G) が正規言語であることの証明は非終端記号の数 n に関する帰納法で行う。
n = 1のとき、S ∗

⇒ Sしかならない。n = kで成立すると仮定する。ΣN の非終端記
号の数を k+1として、元の Pから Sを含むすべての規則を除いた生成規則 P′ を持
つ文法

G1 = (ΣN − {S},ΣT,P′,A1)

また、Pから左辺に A1 を持つすべての規則を取り除いた生成規則 P′′を持つ文法で
A1 を終端記号と考えた

G2 = (ΣN − {A1},ΣT ∪ {A1},P′′,S)

を考える。L(G1) および L(G2) の両方は、帰納法の仮定あるいは [場合 1] のいずれ
かより正規言語である。L(G) は L(G2) 内の A1 を L(G1) で置き換えたものである
ことに注意すると、これより L(G) は正規言語であることがわかる。したがって
n = k + 1について主張が証明され、帰納法が完成する。

�

これより、自己埋込み性は文脈自由言語の特徴であることがわかる。これに関連
して任意の文脈自由言語が満たすべき必要な条件として次がある。
補題 6.2 (CFLに対する反復補題)L が任意の文脈自由言語とする。このとき、あ
る定数 n が存在して、長さが n 以上の L 内の語 z は次の性質を満たすように
z = uvwxyと分解できる [1, 補題 6.1]。

(1)|vx| = 1,
(2)|vwx| 5 n,
(3)任意の i = 0について uviwxiy ∈ L.

証明 L− {ε}を生成する Chomskyの標準形文法を Gとする。語 z ∈ L(G)が十分
に長ければ、z の構文木の葉への経路は長くなる。正確には、h に関する帰納法に
よって次がわかる：ある語の構文木（高々 2分木）TSの高さが h以下（その構文木
は長さ h以下の経路しか含まない）であれば、その語の長さは高々 2h−1である。実
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際、h = 1のときには、明らか。h > 1のとき成立していると仮定する。根 Sからの
左右の部分２分木 T` と Tr の高さは h − 1を越えないことより、帰納法の仮定から
それらの左右の 2分木 T`,Tr が生成する語の長さは 2h−2 を越えない。したがって、
木全体 TSは長さ 2h−1 以下の語を生成する。
さて、G の非終端記号の個数が k = |ΣN| とするとき、n = 2k + 1 と選ぶ。語

z ∈ L(G)で |z| = nであるとき、|z| > 2k であるため、zを横出する構文木には長さ
k + 1以上の経路が存在する。その経路 p上には k + 2個以上の頂点を含み、Sから
の経路端点である葉以外のラベルは非終端記号であり、その数は k + 1 以上ある。
鳩ノ巣原理からある記号 A ∈ ΣN が二回以上する。
これより、経路 pの頂点においては次の条件を満たす 2頂点 v1, v2が存在する：

(1)経路 p上の 2頂点は同じラベル Aを持つ。v1 = v2 = A.
(2)v1 は v2 よりも根 Sに近い。
(3)v1 から葉までの経路の長さは k + 1を越えない。

頂点 v1 を根とする 2 分木 Tv1 は長さ 2k 以下の部分語 z1 を導出する（Tv1 内には長
さ k + 1を超える経路がない）。
経路 pを v1 から更に下った頂点 v2 を根とする２分木 Tv2 が生成する語 wを考え
ると、z1 = uwxである。ここで、u, xは共に εとはなり得ない。Chomsky標準形で
ある Gにおいて z1 の導出に最初に使われる規則は A → BCの形をしており、部分
二分木 Tv2 は Bを根とする部分木か、あるいは Cを根とする部分木の真に含まれて
いるからである（どちらの部分木も εでない語を導出する）。
以上から、次の Aの導出があることがわかる：

A ∗

⇒
G

vAx, A ∗

⇒
G

w, |vwx| 5 2k = n

この Aの自己埋込み性から、各 i > 0に対して

A ∗

⇒
G

viAxi

であることもわかる。これより根 S から導出される語 z はある u,y について
z = uvwxyと表すことができる。 �
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6.7.1 反復補題の応用

正規言語版の反復補題（節 3.6）と同様に、文脈自由文法の反復補題は、ある言
語が文脈自由 (CFL) ではないことの証明に利用できる。CFL の反復補題は、目的
の言語が文脈自由でないことを示す際に次のような手順で使われる [1, 節 7.2.3]。

(1)CFLでないことを示したい言語 Lを選ぶ。
(2)自由に nを決める。
(3)Lに属する長さ n以上の語 zを選ぶ。
(4)z = uvwxyのように分割する（ただし、|vwx| 5 n、vx , εを満たすように）。
(5)ある iを選ぶと uviwxiy < Lであることを示す。
(6)Lは CFLでないことを結論できる。

ただし、反復補題はすべての非 CFLについて有効であるわけではない [1, Ogden
の補題（I, p.167)]。

まず、次の文脈自由文法の例を確認しておこう。
演習 6.31Greibach型の文脈自由文法 G = ({S,B,C,D,E}, {a, b, c},P,S)を考える [10, 例
4.18]：

P ={ S→ aB, B→ b, S→ aC, C→ c,

S→ aDB, D→ aB, D→ aDB, S→ aEC,

E→ aC, E→ aEC }

このとき G が生成する言語は

L(G) = {aibi
| i = 1} ∪ {a jc j

| j = 1}

であることを示しなさい。
しかしながら、文脈自由文法の自己埋込み性だけでは 3個以上の部分に関する制
御はできなくなる。次はその例である。
例 6.18言語

L = {akbkck, | k = 1}
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は文脈自由言語ではい。Lを生成する文脈自由文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)が存在すると
矛盾することがわかり [1, 例 6.1] 、Lは文脈自由言語でないことを証明できる。

Lを生成する CFG Gが存在すると仮定する。CFLの反復補題で Lだけで決まる
定数を nとし、語 z = anbbcn

∈ Lを考える。反復補題を満たすように、z = uvwxyと
分解しておく。v, xを取り除いた（補題で vi, xi(i = 0)）uwyも Lに属している。こ
こで、部分語 v, xが anbbcnのどの場所に位置しているかを考えてみる。
|vwx| 5 nであることから、語 vxが aと cの両方を含むことはありえない。

(i) vと xが aしか含まないとき：Nb(uwy) = Nc(uwy) = nである。ここで、語 sに
対してNa(s)は s内の記号 aの数を表している。反復補題から |vx| = 1であることか
ら、Na(uwy) < n. よって、uwyは a jb jc jの形をしていないことになるが、uwy ∈ L

より矛盾。
(ii) vと xが bしか含まないとき：(i)と同様の議論が使える。
(iii) vと xが aと bを含むとき：Nc(uwy) > Na(uwy),Nb(uwy)となり、uwy < L.
(iii) vと xが bと cを含むとき：(iii)と同様に uwy < L.
以上から、Lは文脈自由となりえないことがわかった。

�

演習 6.32文脈自由文法の反復補題をつかって、言語

L = {ww |w ∈ {a, b}∗}

は文脈自由言語でないことを証明しなさい [9, 例 18.3]。
反復補題はすべての非 CFLの証明に使えるわけではなく、次の言語の非 CFL性
を示すことができない [1, p.167]。

L = {aib jckd` |, i = 0または j = k = `}.

補題 6.3 (Ogden 1968)文脈自由言語 L は、定数 n（反復補題と同じでよい）が存在
して次の条件を満たす。

L内の長さ n以上の任意の語 zについて、z中の n個以上の記号に目印（マーク）
が付いているとする。このとき、次の条件を満たすように zを z = uvwxyの形に表
すことができる

(1)vxの中に少なくとも 1つの目印がある
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(2)vwxは高々 n個の目印しか含まない
(3)任意の i = 0について uviwxiy ∈ L.

zのすべて文字に目印がつくと、CFLの反復補題になる。
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第 7章 プッシュダウンオートマトン

7.1 プッシュダウンオートマトン

実は、PDA はスタックヘッドが読み取るマス目がスタックの底であるかを認識
することはできない。このため、動作前の PDA のスタックは空であるとし、動作
開始時に空スタックに特別な記号 Z0 ∈ Γ をプッシュして、スタックヘッドが Z0を
読み取るとるときには Z0 の下にはもはやスタック文字列はない（したがってス
タックの底）と PDA に認識させる工夫をする。この特別な役割のための Z0 をス
タック初期記号という。その具体的な利用法は例 7.2に示す。
定義 7.1プッシュダウンオートマトン (PDA: push down automaton) Mを次の 7組

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,F)

で定義する。Q は非空な状態集合、Σ は入力アルファベット、Γ はプッシュダウン
スタックのアルファベット、q0 ∈ Qは初期状態、F ⊆ Qは受理状態、Z0 ∈ Γはプッ
シュダウンスタックの初期記号である。Σε = Σ ∪ {ε}, Γε = Γ ∪ {ε}とする。節 7.3で
明らかになることであるが、スタック記号集合 Γ は入力アルファベット Σ を含ん
でいるとした方が都合がよい（Σ ⊆ Γ）。混乱を避けるために、当面は入力記号を小
文字にし、対応するスタック記号を大文字としておく配慮をすることがある。
δ は Q × Σε × Γε から Q × Γ∗ の部分集合への非決定性関数（集合値を取る）
δ : Q × Σε × Γε −→ 2Q×Γ∗ で

δ(p, aε,Z) =
{

(q1, γ1), . . . , (qｎ, γn)
}
, aε ∈ Σε, p, qi ∈ Q,Z ∈ Γε, γi ∈ Γ

∗ (7.1)

と表される。すなわち、状態が p ∈ Qでスタックトップ (stack top)が Z ∈ Γである
ような PDA状況 (p,Z)であるとき、入力 aε ∈ Σεを読みとると、状態 qi とスタック
トップが（置き換えられた）文字列 γi で定まる新たな PDA状況の組集合

{
(qi, γi)

}
に（集合濃度が 2 以上のときには非決定的に）遷移する (節 7.1.1 参照）。最初に空
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スタックに開始記号 Z0 を積ませる動作をする PDAを考えたり、動作をさせる前に
Z0 がスタックトップに用意されている PDAを考えることもある（本質的な違いは
ない）。

PDA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,F)は、その内部状態とスタックという内部記憶装置を
有する機械装置と見なすことができる。Mの状態数は有限 (#Q < +∞)だが、積み
上がるスタック文字列 γ ∈ Γ∗の高さ (|γ|)には制限はない。
節 7.1.4の時点表示で改めて説明するように、PDAの計算状況は、状態 q ∈ Qに
おけるスタック列 γ ∈ Γ∗ の組 (q, γ)で表される。空スタック γ = φとなったとき
は、それから先の動作が定義されておらず、動作は停止 (halt)する。
現在状況から変化があり得るのはスタック列γが空でなく、γ = Zγ′, γ′ ∈ Γ∗(Z ∈ Γ)

であるときで、次に入力記号を読み込むかどうかは状態 qとスタックトップ Z ∈ Γ

「だけ」によって決まる。(q,Z)を状況 (q, γ)のモードという。
PDA の状態遷移（の１つ）を次のようにいつくかの表し方がある（図 7.1 も
参照）。

(qi, γi) ∈ δ(p, aε,Z) ≡ (p,Z)
aε
→

{
(qi, γi)

}
i (7.2)

≡

{
p

aε,Z→γi
−→ qi

}
i
→ (p,Z)

aε
`
{

(qi, γi)
}

i. (7.3)

これらは、例 7.2のように、状態遷移図として PDAの動作を図示するために用いら
れる。PDAの状態 pとスタックトップが Zである状況 (q,Z)が入力文字 aε によっ
て、状態 qi への遷移が Z の文字列 γi へ書き換えを伴うとして表しており、これら
はすべて同等な意味を持つ。すなわち、入力 aε によって状態 p である PDA のス
タックトップ Z がポップされ記号列 γi の左端が新たにスタックトップになるよう
にプッシュされ、状態は qi に遷移する。このとき、入力文字列を読む入力ヘッドは
右に動いて次の文字を読む準備をする。
γi = φ、空スタックになったときは PDA は動作を停止して、以降の文字列は読
み込まない。また、n = 0（δ(p, aε,Z) = φとなる）ときには、(p, aε,Z)からの遷移は
無定義とする。したがって、入力語を読みきらないうちに空スタックから更にポッ
プしようとしたり、入力語を読み切ってしまうと、PDAは停止すると考える。
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p qi

aε,Z→ γi

図 7.1 プッシュダウンオートマトンの状態遷移図。状態 pから入力 aε ∈ Σεとスタックヘッ
ド Zに応じて、状況の 1つ (qi, γi) ∈ δ(p, aε,Z)へ遷移する様子

7.1.1 プッシュダウンオートマトンの決定・非決定性

文字列受理機械の決定性は有限オートマトンの場合（定義 2.5）と同様に、PDA
においても決定性概念があることを確認しておこう。

PDA Mにおいて計算状況（時点表示）p,Zγ′（Z ∈ Γ, γ′ ∈ Γ∗)において、次に入力
記号を読み込むかどうかはモード (p,Z) だけで一意に定まる。しかし、そこから唯
一つのモードへ移行するわけではない。
このとき、外部からの入力文字列 w ∈ Σ∗ は PDA の入力ヘッダによって 1 文字
ずつ読み取られるのであるが、PDA の挙動は読み取った文字 aε ∈ Σε とその時の
PDAの内部状態 p ∈ Qとスタックトップ Z ∈ Γεの組 (p,Z)（計算状況）によって定
まる。この事情は、式 (7.1)で表される状態遷移関数 δ(p, aε,Z), p ∈ Q, aε ∈ Σε,Z ∈ Γε
や遷移関係の表し方の式 (7.2)などから確認できる。
定義 7.2PDA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,F)が決定性 (deterministic)を持つとは、式 (7.2)
で表されるモード (p,Z)からの遷移において、次の条件が成り立つことである：

(1)任意の p ∈ Q,Z ∈ Γおよび aε ∈ Σ ∪ {ε}に対して、δ(p, a,Z)は 2つ以上の要素を
含まない∣∣∣δ(p, a,Z)

∣∣∣ 5 1, p ∈ Q, a ∈ Σε,Z ∈ Γε.

言い換えると、(p,Z)
aε
→ (q, α)が δにあるとき、(q, α) , (q′, α′)であるような遷

移 (p,Z)
aε
→ (q′, α′)は δにはない（高々 1つしかない）。

(2)ε-遷移

(p,Z) ε
→ (q, β)

が 1つだけあって、任意の p ∈ Q,Z ∈ Γに対して、δ(p, ε,Z) , φであるとき、ど
んな b ∈ Σについても (p,Z) b

→ (q, β′)であるような遷移は δにはない。つまり、
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(p,Z)からある 1状態への ε-遷移があるときには、実入力 b ∈ Σによる (p,Z)か
らの遷移がない（ε-遷移と実入力による動作との間の選択可能性はない）。

決定性でない PDA を非決定的 (non-deterministic) という。PDA は特にわらない
限り、一般的には非決定的である。
決定性 PDA では、各モードについて入力が無くて（ε-動作）も実入力であって
も、次のモードが高々 1つだけ定義され、空スタックでない限り「次モード」が唯
1つに定まる。

PDA の決定性・非決定性は、PDA の挙動を表す状態遷移図から容易にわかる。
入力 aによる PDA状況に対する応答あるいは状態遷移が一意的

(p,Z)
a
` (q, γ) ≡ p

a,Z→γ
−→ q, p, q ∈ Q, a ∈ Σε,Z ∈ Γε, γ ∈ Γ∗

でないような遷移が 1 つでもあれば、PDA は非決定的である。たとえば、次のよ
うな PDA状況の応答

(p,Z)
a
`
{

(q1, γ1), (q2, γ2)
}

を持つ PDAは非決定的である。

7.1.2 単純決定プッシュダウンオートマトン

特に簡単な PDAとして、Γ上のスタック列 γ ∈ Γ∗と入力記号 a ∈ Σだけでスタッ
ク列が δ : Γ × Σ→ Γ∗によって変化するような（PDAの内部状態を考えなくてもよ
い）PDA M = (Γ,Σ, δ,Z0)を考えることができる（内部状態 Qはスタック記号 Γで
表されると考えてもよい）。
スタックトップ Z ∈ Γは入力 a ∈ Σによって α ∈ Γ∗に置き換わる (αの先頭文字が
スタックトップになる):

δ(Z, a) = α ⇔ Z a
→ α.

Z
...

Z0

a
−→

α
...

Z0

計算モードの推移を定める δ が、ε-動作なしであり集合値をとらずにただ一つの
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計算モードを決めるために、この PDA を単純決定プッシュダウンオートマトンと
いう。スタックが空になると動作を停止する。
この推移を

Z a
⇒
M
α

と記すことができ、さらに

α1

a1...an

⇒
∗

M
αn+1 = α1

a1
⇒
M
α2

a2
⇒
M
α3 . . . αn

an
⇒
M
αn+1

と短縮して表す。
例 7.1Γ = {Z0,A,B},Σ = {a, b}についてM = (Γ,Σ, δ,Z0)

δ :Z0
a
→ A, A a

→ AB,

A b
→ ε, B b

→ ε.

は

L(M) =
{

aibi
| i = 1

}
を受理する
演習 7.1単純決定オートマトンM = ({Z0,A,B}, {a, b, c}, δ,Z0)

δ =
{

Z0
c
→ ε, Z0

a
→ Z0A, A a

→ ε, Z0
b
→ Z0B, B b

→ ε.
}

は

L(M) =
{

xcxR
| x ∈ {a, b}∗

}
を受理することを説明する。

7.1.2.1 単純決定性文脈自由文法
文脈自由文法 G = (ΣN,ΣN,P,S)において、生成規則 Pが、任意の A ∈ ΣN につ
いて

A→ aα, a ∈ ΣT, α ∈ Σ
∗

N
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だけであるとき（A → aα ∈ Pであるとき、α , β ∈ Σ∗であるいかなる βについて
A→ aβ < P）、文脈自由文法 Gは単純決定という。
単純決定文法 G = (ΣN,ΣN,P,S) と単純決定プッシュダウンオートマトン

M = (Γ,Σ, δ,Z0) との間には 1 対 1 の対応があり、直接に次のように構成（逆構成
も）できる：

γ = ΣN, Z0 = S,Σ = ΣT

および、A −→ aα ∈ P（a ∈ ΣT, α ∈ Σ∗N）であるときにだけ A a
−→ α ∈ δ.

A→ aα

単純決定文法
⇔

A a
−→ α

単純決定 PDA

演習 7.2演習 7.1の単純決定 PDAから同等な単純決定文法 Gを構成し、その導出過
程を調べなさい。
演習 7.3単純決定文法 G = ({S,A,B}, {a, b},P,S)、

P :
{

S→ aA, A→ b, A→ aAB, B→ b
}

から定まる言語 L(G)を決定し、同等な単純決定 PDAを構成してその動作を調べな
さい。

7.1.3 PDAの受理

ここでは PDA の入力文字列の受理を受理状態と空スタックによって定義する。
PDAによる入力文字列の受理には次の 3つ

•状態が受理状態で、かつスタックが空
•状態が受理状態
•スタックが空

が考えられる。節 7.2で、この 3つの条件のどれによって PDAの受理を定めても、
受理される言語クラスは変わらないことが示される [1, 定理 5.1 と定理 5.2]。ここ
では、以下に「受理状態と空スタック」によって PDAの受理を定めることにする。

PDA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,F)において、実入力列 w = w1w2 . . .wn ∈ Σ
∗を受理す

る動作は実入力文字数である n回でなく、m ≥ n回必要である。m回のうち m − n

回は ε-動作する。
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実入力列 w = w1w2 . . .wn の間に m − n個の εを挟み込んだ列を a0a1 . . . am−1 ∈ Σ
∗

ε

と表す。実入力 w1,w2, . . . ,wn のどこに m − n 個の ε を挟み込むかは任意（非決定
的）で、PDAの最初と最後の受理条件を満たし、a0a1 . . . am−1の各「入力」ai ごとに
PDA の状態遷移関数と整合した動作が行われた結果として、w = w1w2 . . .wn が受
理されればよいと考える。m − n個の ε-動作をどこに挿入するかの自由度があるの
は、PDAの非決定性によるものである。
定義 7.3 (PDAの受理 (1))PDA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,F) において、入力列 w =

w1w2 . . .wn ∈ Σ
∗ が PDA Mに最終状態の集合 Fで受理されるのは次の条件 (1)(2)(3)

を満たす w = a0a1 . . . am−1（m ≥ n）となる a0, a1, . . . , am−1 ∈ Σ∪ {ε}、p0, p1, . . . , pm ∈ Q

および z0, z1, . . . , zm ∈ Γ
∗が存在することである：

(1)po = q0, pm ∈ F.
(2)z0 = ε, zm = ε.
(3)0 5 i 5 m − 1に対して、(pi+1, γ) ∈ δ(pi, ai,Z). ただし、Z ∈ Γ ∪ {ε}, γ, β ∈ Γ∗が存
在して

zi = Zβ, zi+1 = γβ.

例 7.2図 7.2で示される状態遷移を有する PDAを考える（空スタックにまず開始記
号 Z0 を積ませている）。入力記号 Σ = {a, b}, スタック記号 Γ = {Z0,A,B}である。こ
の PDAは a, bからなる言語

L =
¶

wwR
|w ∈ {a, b}∗,wR は wの反転文字列

©
= L(G = ({S}, {a, b}, {S→ aSa | bSb | ε},S))

を受理することが、以下のようにしてわかる。
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q0

start

q1

q2q3

ε, ε→ Z0 a, ε→ A

b, ε→ B

ε, ε→ ε

a,A→ ε

b,B→ εε,Z0 → ε

図 7.2 言語 L =
{

wwR
|w ∈ {a, b}∗

}
を受理する PDA。同じ言語を受理する図 7.7の PDAも

参照。

スタート時に ε-動作によって、まず入力なしで q0
ε,ε→Z0
−→ q1によって空スタックに

スタック初期記号 Z0 がプッシュされ、状態 q0 から q1 に状態遷移する。
次いで、q1

a,ε→A
−→ q1 によって、入力記号 a に対してはスタックに記号 A をプッ

シュ、または q1
a,ε→A
−→ q1 によって、入力記号 bに対してはスタックに記号 Bをプッ

シュする。この間、状態は q1 に留まる。
ただし一方、この間いつでも、ε-動作によって入力なしで q1

ε,ε→ε
−→ q2 によって、

いつでも状態 q1 から q2 に状態遷移することを許している。つまり、この PDA は
a, bからなる入力文字列のすべての箇所で入力文字なしの ε-動作によって q2 への状
態遷移をいつでも許していることに注意する。
状態 q2 では、入力記号 a に対してはスタックに記号 A をポップするような状態
遷移 q2

a,A→ε
−→ q2、または入力記号 bに対してはスタックに記号 Bをポップする状態

遷移 q2
b,B→ε
−→ q2 をすることで状態 q2にとどまりながらスタックトップをポップし続

ける。
目的の語 wwR（w ∈ {a, b}∗）の受理のためには、w と wR の境目で状態遷移

q1
ε,ε→ε
−→ q2 した場合にだけ、状態 q2において入力文字 aまたは bに対して、積み上

がっているスタック記号をスタックトップから対応したスタック記号 A または B

をポップしてスタックの底（スタックヘッドが初期記号 Z0 を認識する）に到達す
ることである。つまり、語 wによって積み上がったスタックを wの逆順 wRの入力
によって、スタックトップを Z0 とすることになる。
スタックヘッドがスタック初期記号 Z0 を見つけたときには、ε-動作によって入
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力記号なしで q2
ε,Z0→ε
−→ q3 と受理状態 q3に状態遷移し Z0 がポップされ、スタックが

空になる。
こうして wwR が受理状態と空スタックにって文字列 wwRが受理される。
演習 7.4開始記号 Z0 が既にスタックトップに積まれた状態から動作する PDA を考
えてみよう。この PDAの動作を調べて受理する言語を決定しなさい。

q0start q1 q2

a,Z0 → AZ0

b,Z0 → BZ0

a,A→ AA

a,B→ AB

b,A→ BA

b,B→ BB

ε,Z0 → Z0

ε,A→ A

ε,B→ B

a,A→ ε

b,B→ ε

ε,Z0 → ε

演習 7.5a, b, cからなる言語

L =
¶

w c wR
|w ∈ {a, b}∗,wRは wの反転文字列

}
を受理する PDAを構成し、その動作を説明しなさい。合わせて L を生成する文脈
自由文法を与えなさい（演習 6.13参照）。

7.1.4 時点表示

PDA に入力される記号列は左端から入力ヘッドによって読み取られていく（既
読入力列となる）。PDAの動作は状態間遷移 p

a,Z→γ
−→ qのような局所的な表し方の他

に、PDA全体の挙動を次のように時点表示として表すこともできる。
定義 7.4 (時点表示)PDAの現在の到達状態 q ∈ Q、未読入力記号列 w ∈ Σ∗、スタッ
ク記号列 γ ∈ Γ∗（スタックトップは左端）の 3組 (q,w, γ)を時点表示 (instantaneous
configuration)という。
いま、これから入力ヘッドが未読記号 a（その右側以降の未読文字列は x ∈ Σ∗）
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を読み、同時にスタックヘッドはスタックトップ Z（その下のスタック記号列を
β ∈ Γ∗）を読むとする。
このとき、PDA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,F)の動作が (q, α) ∈ δ(p, a,Z)であることを、
時点表示の遷移を Q × Σ∗ × Γ∗上の関係 `

M
として次のように表す。

(p, aw,Zβ) `
M

(q,w, γβ)

このとき、遷移 (q, α) ∈ δ(p, a,Z) によって、PDA M は時点表示 (p, aw,Zβ) から
(q,w, αβ)へ合法的に動作するという（a = εのときは入力記号が読み込まれずに動
作する ε-遷移である）。Mの計算とは、合法的な時点表示列である。
関係 `

M
の反射的推移閉包を

∗

`
M
と書くことにする。このとき、時点表示の列が

(p0,w0, α0) `
M

(p1,w1, α1) `
M
. . . `

M
(pn,wn, αn)

であれば、

(p0,w0, α0)
∗

`
M

(pn,wn, αn)

と書くことができる。到達に要するステップ数が kであるときには
k
`
M
と記すことも

ある。
注意 7.1ここで定義した PDA は非決定性で、時点表示 (pi,wi, αi) `

M
(pi+1,wi+1, αi+1)

は可能な動作列の経路の 1つを表しているに過ぎず、(p0,w0, α0)
∗

`
M

(pn,wn, αn)は時
点表示 (p0,w0, α0)から (pn,wn, αn)に到達する 1つの経路を表している（複数あるか
もしれない）。
計算における推移には次の注意が必要である [1, 第 2版節 6.1]
定理 7.1PDA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,F)において

(p, x, α)
∗

`
M

(q, y, β), x, y ∈ Σ∗, α, β ∈ Γ∗

ならば、任意の w ∈ Σ∗と γ ∈ Γ∗に対して
(p, xw, αγ)

∗

`
M

(q, yw, βγ).

証明 (p, xw, αγ)から (q, yw, βγ)への計算ステップ数に関する帰納法。Mの計算
は wに左右されず (p, xw, αγ)

∗

`
M

(q, yw, βγ)は正当。

合法的計算列では、各時点表示の未読入力列に任意の入力列またはスタック列に任
意のスタック列を付け加えても計算は合法的。
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しかし、この逆については共通する未来の未読記号列 w を計算過程から取り去
ることは可能だが、スタックの底からみて共通のスタック記号列 γについては削除
できない（γを必要とする場合があり得る）。
定理 7.2PDA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,F)において

(p, xw, α)
∗

`
M

(q, yw, β), x, y,w ∈ Σ∗, α, β ∈ Γ∗

ならば
(p, x, α)

∗

`
M

(q, y, β).
時点表示の言葉で PDAの受理は次のように定義される。
定義 7.5 (PDAの受理 (2))PDA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,F)が受理状態と空スタックに
よって入力記号を受理することで定まる言語 L(M)を次にように定義する。

L(M) =
¶

w ∈ Σ∗
∣∣ある q f ∈ Fについて(q0,w,Z0)

∗

`
M

(p f , ε, ε)
©
.

ここでは、最初の時点表示を (q0,w,Z0) は、動作直後にはスタックの底に初期記号
Z0 を置いてある（動作直後に ε-動作でからスタックに Z0 をプッシュした）とみな
している（図 7.2との整合性を保っている）。

7.2 PDA受理の等価性

節 7.1.3 で PDA の受理について触れたように、PDA の入力文字列受理の定義に
は次の 3つ

(1)PDA M1 が 受理状態に達し、かつスタックが空（ここで採用している定義）
(2)PDA M2 が受理状態に達して受理
(3)M3 のスタックが空になって受理

がある。それぞれは ε-動作によって開始時にスタックの底に開始記号 Z0 が置かれ
るとする。これら 3つの条件のどれを採用しても受理される言語クラスは変わらな
いことを説明しよう。

M2 がM1 を、M3 がM2 を、M1がM3を模倣することができるため、これらの受
理条件は等価である [9, p.261]。
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7.2.1 M2はM1を模倣する

qS

start

qF

q0

qf1

qfm

ε, ε→Z0

ε, Z0→ε

ε, Z0→ε

図 7.3 M2 が M1 を模倣する。M1 は状態が受理状態かつスタックが空で入力を受理する
PDA で、初期状態 q0 から始まり、受理状態 q f1 から qFm を持つ。このとき M1 を模倣する
M2 は、新たに初期状態 qS と受理状態 qF を追加した上で、示された ε-動作を加えて得られ
る PDAである。M1 では q0 を初期状態から出発して受理状態 {q fi}, i = 1, . . . ,mのどれかに到
達したときには空スタックとなったときに受理とする。M2 は初期状態 qS から出発して ε-動
作で q0 に遷移し、かつスタックの底に Z0 を追加する。{q fi} のいずれかに達した時、ε-動作
で Z0 をポップして空スタックとして受理状態 qF に達して受理することで M1 を模倣する。
M1 の受理条件 (1)はM2 における受理条件 (2)と等価である。
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7.2.2 M3はM2を模倣する

qS

start

qF

q0

qf1

qfm

ε, ε→ε

ε, ε→ε

ε, ε→εε,Γ→ε

図 7.4 M3 がM2 を模倣する。M2 が受理状態に達したとき、M3 は ε-動作で受理状態 qF に
遷移させ、その後 ε-動作で任意のスタック記号をポップして空スタックになるまで続けて
M2 を模倣する。M3 として、新たな初期状態 qS を導入せずに qS = q0 としてよく、また、こ
の図のようにM3で新たに追加した F3 = {qF}をM3の受理状態とぜずに受理状態集合 F3を φ
とし、空スタックになったときにだけ受理するようにもできる。

7.2.3 M1はM3を模倣する

qS

start

qF

q0

qf1

qfm

ε, ε→Z0

ε, Z0→ε

ε, Z0→ε

ε, Z0→ε

図 7.5 M1 がM3 を模倣する。M3 が空スタックだけで受理するときM1 がこれを模倣する
には、M1 は受理状態かつ空スタックで受理しなければならない。M1 でプッシュ・ポップさ
れる Z′0 ∈ Γ1 はM3 のスタック記号集合 Γ3 には含まれない記号である。
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次の例では、入力アルファベット Σ = {a, b}とスタック記号にそれぞれ対応する
Aと Bを導入しましたが、混乱しなければ Γ = {Z0, a, b}としても構いません。
例 7.3Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b},Γ = {Z0,A,B},F = {q2} と す る PDA M =

(Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,F)を次のように定める。

q a Z δ(q, a,Z)

q0 a Z0 {(q0,AZ0), (q1,AZ0}

q0 b Z0 {(q0,BZ0), (q1,BZ0}

q0 a A {(q0,AA), (q1,AA}

q0 a B {(q0,AB), (q1,AB}

q0 b A {(q0,BA), (q1,BA}

q0 b B {(q0,BB), (q1,BB)}

q1 a A {(q1, ε)}

q1 b B {(q1, ε)}

q1 ε Z0 {(q2, ε)}

表 7.1 qを内部状態、aを入力文字,Zをスタックトップしたときの遷移関数 δ

演習 7.6例 7.3で与えられた PDA Mの入力文字列 aabaabaab に対する時点表示列
を書いてみなさい。
演習 7.7例 7.3で与えられた PDA Mに対して、

L(M) = {wwR
∣∣wRは wの反転文字列、w ∈ {a, b}∗}

であることを示しなさい（演習 6.12参照）。

7.3 PDAの例

この節でも、入力アルファベット Σ = {a, b, . . . } とスタック記号にそれぞれ対応
する A,B, . . . を導入しましたが、混乱しなければ Γ = {Z0, a, b, . . . }としても構いま
せん。
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例 7.4図 7.6 の状態遷移図を持つ PDA
(
{q0, q1, q2, q3}, {a, b}, {Z0,A}, δ,Z0, {q0, q3}

)
は、

文脈自由文法の例 6.9
(
{S}, {a, b}, {S→ aSb

∣∣ ε},S)が生成する言語 {
aibi
| i = 0

}
を受理

する。

q0

start

q1

q2q3

ε, ε→ Z0
a, ε→ A

b,A→ ε

b,A→ ε
ε,Z0 → ε

図 7.6 言語
{

aibi
| i = 0

}
を受理する PDA。文脈自由文法の例 6.9参照。

例 7.5図 7.2の PDAが受理する言語 L =
{

wwR
|w ∈ {a, b}∗,wRは wの反転文字列

}
は、CFG文法 G = (ΣN,ΣT,P,S)

ΣN = {S}, ΣT = {a, b},

P : S→ aSa
∣∣ bSb

∣∣ ε.
によって生成されることに注意しよう [9, p.172]。
このCFGは図7.7のPDA M = (Q = {q0.q1, q2},Σ = {a, b},Γ = {Z0,S,A,B}, δ, q0,Z0,F =

{q2}) の動作に対応していることを確かめよう。スタック初期記号を S としている。
図 7.7では、状態遷移 q1

ε,C→γ
−→ q1 で、スタックトップの非終端記号 Cに対して最左

導出 C → γ を適用する。また、終端記号 c を読んだ時にスタックトップが終端記
号に対応した Cのときはそれをポップして q1

c,C→ε
−→ q1と、次の最左導出を行うこと

を繰り返す。これらに対応する生成規則 Pは

P :
{

C→ γ
}

と表されていると考える（定理 7.3参照）。
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q0start

q1

q2

ε, ε→ SZ0
ε,S→ ASA

ε,S→ BSB

ε,S→ ε

a,A→ ε

b,B→ ε
ε,Z0 → ε

図 7.7 言語 L =
{

wwR
|w ∈ {a, b}∗

}
を受理する PDA。同じ言語を受理する図 7.2の PDAも

参照。

演習 7.8図 7.7の PDAは、置き換え規則 P : S→ aSa | bSb | εを持つ CFGと同じ言語
{wwR

|w ∈ {a, b}∗}を受理することを説明しなさい [9, 図 20.3]。
演習 7.9Σ = {a, b},Γ = {Z0,A,B}についての状態遷移図 7.8を持つ PDAはどんな文
字列を受理するか説明しなさい [9, 図 19.8]。
[ヒント] 図 7.8の PDAが受理する言語

{
w ∈ {a, b}∗ |Na(w) = Nb(w)

}
(例 6.15参照)

q0start

q1

q2

ε, ε→ Z0

a,Z0 → AZ0

a,A→ AA

a,B→ ε

b,Z0 → BZ0

b,A→ ε

b,B→ BB

ε,Z0 → ε

図 7.8 {w ∈ {a, b}∗ |Na(w) = Nb(w)}を受理する PDA

演習 7.10Σ = {a, b},Γ = {Z0,A}についての状態遷移図 7.9を持つ PDAはどんな文字
列を受理するか説明しなさい [9, 問題 19.3]。
[ヒント] 図 7.9 の PDA が受理するためには、最後に連続的に b を読み込んで A を
ポップして Z0 だけを残す必要がある。
このとき、|b j

|は |ai
|より j − iだけ長い。あらかじめ aを i回読み込んで A達を

プッシュする際、入力 b用にさらに Aを余計に ( j− i)回プッシュしておくことが必
要になる。a を読んだときに A と AA のどちらをプッシュするかは非決定的に決
める。
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この PDAで受理される言語は L =
{

aib j
∣∣ 0 5 i 5 j 5 2i

}
(例 6.17参照)。Lは次の

G=({S,B}, {a, b},P,S)で生成できる：

P : S→ aSbB
∣∣ ε,

B→ b
∣∣ ε.

q0

start

q1

q2q3

ε, ε→ Z0 a, ε→ A

a, ε→ AA

ε, ε→ ε

b,A→ ε
ε,Z0 → ε

図 7.9 言語 {aib j
∣∣ 0 5 i 5 j 5 2i

}
を受理する PDA

演習 7.11Σ = {a, b, c},Γ = {Z0,A,B}についての状態遷移図 7.10を持つ PDAはどんな
文字列を受理するか説明しなさい [9, 問題 19.2]。
[ヒント] 図 7.10の PDAが受理する言語

{
aib jck

| i = j または j = k, i, j, k = 0
}

(例
6.16参照)

q0

start

q1

q2 q3 q4

q5 q6 q7 q8

ε, ε→ Z0

ε, ε→ ε

a, ε→ A

ε, ε→ ε

b,A→ ε

ε,Z0 → ε

c, ε→ ε

ε, ε→ ε

a, ε→ ε

ε, ε→ ε

b, ε→ B

ε, ε→ ε

c,B→ ε

ε,Z0 → ε

図 7.10 Σ = {a, b, c} からなるどんな文字列を受理する PDAか。
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演習 7.12Σ = {a, b, c},Γ = {Z0,A,B}についての状態遷移図 7.11を持つ PDAはどんな
文字列を受理するか説明しなさい [3, 例 2.10]。
[ヒント] 図 7.11の PDAが受理する言語

{
aib jck

| i = j または i = k, i, j, k = 0
}

q0

start

q1

q2 q3

q4 q5 q6

ε, ε→ Z0

a, ε→ A

ε, ε→ ε

b,A→ ε

ε,Z0 → ε

c, ε→ ε

ε, ε→ ε

b, ε→ ε

ε, ε→ ε

c,A→ ε

ε,Z0 → ε

図 7.11 Σ = {a, b, c} からなるどんな文字列を受理する PDAか。

7.4 CFGと PDAの関係

この節では、入力アルファベット（非終端記号）Σ = {a, b, . . . }もスタック記号に
入れて Γ = {Z0, · · · , a, b, . . . }とする（いままでは、あえて混乱を避けるために a ∈ Σ

に対応するスタック記号 A ∈ Γを導入してきた）。
図 7.7の例が示すように、与えられた CFG G = (ΣT,ΣN,P,S)が生成する PDA M

は次のようにして直接構成することができるする（図 7.12）。

(1)開始状態 q0 から、スタックにスタック初期化記号 Z0さらに Gの開始記号 Sを
プッシュして、状態 q1 に遷移。

(2)スタックトップが非終端記号 A ∈ ΣN のとき、非決定的に G の書き換え規則
P : A→ α（α ∈ (ΣT∪ΣN)∗）を選んで、Aを αで置き換える（Aをポップして α
をプッシュ）。状態は q1 に留まる。

(3)スタックトップが終端記号 a ∈ ΣT のとき、もし入力ヘッドが読み込もうとす
る入力記号が aならば、スタックトップ aをポップし、入力ヘッドを 1増すだ
け右に移動して次の入力文字を読む準備をする。
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(4)スタックトップが Z0 のとき、ε-動作で受理状態 q2 に遷移。

q0start

q1

q2

ε, ε→ SZ0

ε,A→ α

a, a→ ε

ε,Z0 → ε

図 7.12 CFG G = (σT, σN,P,Sが生成する CFL L = L(G)を受理する PDA M。

定理 7.3文脈自由言語を生成する文法自由文法 G に対して、L(G) を受理する PDA
Mが存在する。

証明 CFG G = (ΣT,ΣN,P,S)から構築される PDAを M = (Q = {q0, q1, q2},Σ =

ΣT,Γ = ΣT ∪ ΣN ∪ {Z0}, δ, q0,Z0,F = {q2})とする。
状態遷移関数 δを、図 7.12のように、P : A→ α, (α ∈ ΣT ∪ ΣN)∗に対して

q1
ε,A→α
−→ q1,

すべての a ∈ ΣT に対して

q1
a,a→ε
−→ q1.

こうして定めた PDA M は CFG Gが生成する終端記号列に対して ε-動作を伴って
非決定的に動作する。ただし、この PDA Mは CFGが生成する文字列の導出木を
決定するわけではない。非決定性による同時並行的計算でうち、正しい導出木につ
いて行って PDA計算だけが受理に成功する。

CFG Gが生成する言語を受理するにはこの PDAの非決定性が本質的である。 �

定理 7.4PDA M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,Z0,Fで受理される任意の言語 L(M)に対して、L(M)

を生成する文脈自由文法 G = (ΣN,Σ,P,S)を構成することができる。

証明 Gの構成方法: HMU(定理 6.14)で帰納法によって証明 [1, 定理 5.4]。
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Gの非終端記号集合 ΣNは開始記号 S以外に、記号 [p,A, q]（ただし、p, q ∈ Q,A ∈ Γ）
を集めたものである。ここで、PDA M の時点表示である内部状態 p とそのスタッ
ク列状態 Aによる入力列 xの計算において

(p, x,A)
∗

`
M

(q, ε, ε)

あるとき（Mが入力列によって状態 pで始まり qに至る動作に置いてスタックから
Aを消去）、かつそのときに限り Gの導出において

[p,A, q] ∗

⇒
G

x.

このための次のように生成規則 Pを作る:

(1)すべての pについて、初期状態 q0 から pに達してスタック初期記号 Z0 を消去
して文字列 xを受理するようなすべての xを生成するための規則

S→ [q0,Z0, r]

(2)δ(p, a,A) 3 (q1,B1 . . .Bn)(a ∈ Σε,Bi ∈ Γ)であるとき、任意の状態列 q2, . . . , qn+1 ∈ Q

に対して生成規則

[p,A, qn+1]→ a[q1,B1, q2] . . . [qn,Bn, qn+1]

特に、δ(p, a,A) 3 (q1, ε)のときは

[p,A, q1]→ a.

こうして構成された G = (ΣN,Σ,P,S)において、L(G) = L(M)である。

演習 7.13言語
{

wwR
|w ∈ {a, b}

}
は非決定性 PDA を使って、スタックの連続積み

上げと、その折返しに対応する連続ポップの動作パスが存在することによって
構成することができた。しかしながら、補題 6.2 の CFG の反復補題から、言語
{ww |w ∈ {a, b}∗}は CFGでは生成できない（演習 6.32）。スタックを有する PDAで
この言語を受理できないことを説明しなさい。
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第 8章 Turing機械

1936年に A.M.Turingの論文 [21]において、「機械的な手順」による計算を単純な
有限的な基本動作に帰着させたものを今日では Turing 機械 (TM: Turing machine)
と呼んでいる。Turingはこの機械によって様々な関数が計算できること（計算可能
数）を示すと同時に、計算不可能な例も与え（Turing機械が停止するかどうかは決
定不可能）Gödelの不完全性定理と同等な結果を得た。

Turing 機械 TM は「機械的に実行できる手順」を定義する計算モデルとして数
学的に導入されたが、「機械的に実行できる手順」と称するものが厳密に定義され
ているわけではないため、TM で計算できる問題のクラスと「機械的に実行できる
手順」で計算できる問題のクラスとは比べようがなく必ずしも一致しない（後者が
前者を含んている）。そこで Church-Turing がこれらが一致すると考えることを提
唱した。
定義 8.1 (Church-Turingの提唱)機械的な手順で計算されるクラスを TM で計算さ
れるクラスとみなす (Church-Turing thesis)：

機械的な手順で計算されるクラス = TMで計算されるクラス

TM で計算可能数を帰納関数と呼ぶと、Church-Turing の提唱とは直観的な概念
「計算できる関数」を帰納的関数のクラスと同一視することである。

8.1 Turing機械の定義

TMは有限内部状態 Qを有し、入力文字列を載せたマス目に区切られた片側（ま
た両側無限）テープをヘッドを記号を読み、内部状態に応じてテープ記号を書き換
えヘッドを左右に移動させながら動作を繰り返す。最初に与えた入力文字列の以外
のテープのマス目は空白記号で埋められている。
定義 8.2Turing機械M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,B, qH)を有限状態集合 Q、初期状態 q0 ∈ Q,停
止状態 qH ∈ Q、入力記号 Σ ⊂ Γ（テープ記号 Γ）,空白 B ∈ Γ（B < Q）として、状態
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遷移関数 δ : Q × Γ→ Q × Γ ×Dを次で定義する。

δ(q, a) 7→ (p, b, d), d ∈ D = {L,R}.

内部状態 pのときヘッドがテープ記号 a ∈ Γを読むと、状態 qに遷移しテープ記号
を bに書き換えてヘッドを Dに移動する（図 8.1）。TM M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,B, h)に対
して、5つ組集合 Kを

K =
{

pabdq | δ(q, a) = (p, b, d), p, q ∈ Q, a, b ∈ Γd ∈ D
}

を与えることによって定めることもできる。

q p

X/YD

図 8.1 TMの状態遷移 δ(q, a) 7→ (p, b,D)：ヘッド移動 D ∈ {L,R}または D ∈ {←,→}

8.2 TMの計算状況（時点表示）

定義 8.3TM Mにおいて、テープ上に記号列 X1X2 . . .Xnが書かれており、他のマス
目はすべて空白記号 B で埋められていて、内部状態が q でヘッドが記号 Xi の位置
にあることを

X1 . . .Xi−1qXi . . .Xn = αqXiβ, α = X1 . . .Xi−1, β = Xi+1 . . .Xn

この表現 αqXiβ を TM の計算状況 (configuration) または時点表示 (instantaneous
description)という。
定義 8.4 (TMの計算)計算状況の推移列 `

M
を TMの計算といい、次のようになる：

(1)(q,Xi) = (p,Y,L)（ヘッドが左移動）⇒

X1 . . .Xi−1qXixi+1 . . .Xn `
M

X1 . . .Xi−2pXi−1YXi+1 . . .Xn

ただし、次の例外的場合がある。

140



• i = 1はヘッドが左の空白記号 Bへ動くとき

qX1X2 . . .Xn `
M

pBYX2 . . .Xn

• i = nかつ Y = Bのとき

X1X2 . . .Xi−1qXn `
M

X1X2 . . .Xn−2pXn−1

(2)δ(q,Xi) = (p,Y,R)（ヘッドが右移動）⇒

X1 . . .Xi−1qXiXi+1 . . .Xn `
M

X1 . . .Xi−2Xi−1YpXi+1 . . .Xn

ただし、次の例外がある。
• i = nのとき Xi+1 は空白記号 B

X1X2 . . .Xn−1qXn `
M

X1X2 . . .Xn−1YpB

• i = 1かつ Y = Bのとき

qX1X2 . . .Xn `
M

pX2 . . .Xn

定義 8.5 (入力の受理)TM Mの初期状態 q0 において入力記号列 a1 . . . am ∈ Σ
∗を初期

計算状況 C0 = q0a1 . . . amとする。このとき、計算状況の列 C0,C1, · · · ,Cr、

Ci `M Ci+1, 0 5 i < r

であり、Cr = αrqHβr（αr, βr ∈ Γ
∗, qH ∈ F）となって受理状態に達したとき、TMは入

力 a1 . . . amを受理して計算を停止したという。TMの受理状態集合 F = {qH}を停止
集合ともいう。

TM Mにおいて、ある計算状況 Ck に対して次の計算状況 Ck+1

Ck `M Ck+1

が存在しないとき、TMは動作を停止する. 結果として入力は受理されない。
ただし、TMが入力を受理しないときは、かならずしも停止するわけではない。
定義 8.6TM M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,B, qH) が受理認識する言語 L(M)を次で定義する。

L(M) =
{

x ∈ Σ∗ | q0x `∗M αqHβ qH ∈ F, α, β ∈ Γ∗
}
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8.3 Turing機械の例

8.3.1 {anbn
|n = 1}を受理する TM

TM M = ({q0, q1, q2, q3, q4}, {a, b}, {a, b,X,Y,B}, δ, q0,B, {q4}) の状態遷移を次の表 8.1
で定める。

状態 a b X Y B

q0 (q1,X,R) (q0, b,L) - (q3,Y,R) (q0, a,L)

q1 (q1, a,R) (q2,Y,L) - (q1,Y,R) -
q2 (q2, a,L) - (q0,X,R) (q2,Y,L) -
q3 - - - (q3,Y,R) (q4,B,R)

q4 - - - - -

表 8.1 {anbn
|n = 1}を受理する TMの状態遷移表

表 8.1で定義される TMは図 8.2で状態遷移図として表すことでもできる。

q0startstart q1 q2

q3 q4

b/b←

B/a←

a/X→

Y/Y→

a/a→

b/Y← Y/Y←

a/a←

X/X→Y/Y→

Y/Y→
B/B→

図 8.2 表 8.1で定義される TMの {anbn
|n = 1}を受理する TMの状態遷移図

実際、入力を aabb とする初期計算状況 q0aabb からこの TM は次のように計算し
て受理状態に達して、入力を受理して停止する。
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q0aabb ` Xq1abb ` Xaq1bb ` Xq2aYb ` q2XaYb

` Xq0aYb ` XXq1Yb ` XXYq1b ` XXq2YY ` Xq2XYY

` XXq0YY ` XXYq3Y ` XXYYq3B ` XXYYBq4B I

一方、入力を aaba に対しては、合法的計算状況への推移が存在せず TM は停止し
てしまう、結果として入力は受理しない。

q0aaba ` Xq1aba ` Xaq1ba ` Xq2aYa ` q2XaYa

` Xq0aYa ` XXq1Ya ` XXYq1a ` XXYaq1B .

演習 8.1表 8.1または図 8.2で与えられる TMが、言語 {anbn
|n = 1}を受理すること

を示しなさい。
（ヒント）TMのテープは、入力として anbn+k(k = 0)を持つ初期計算状況 q0anbn+k

の計算として一般性を失わない。このとき、途中のテープ記号列は正規表現
X∗a∗Y∗b を持つことを示す。a から書き換えられた X の列に続いてまだ書き換えら
れていない aが続き、その後に bから書き換えられた Yの列とまだ書き換えられて
いない bの列が続くためである。

M は残っている a の最左の a の左隣に戻ると初期状態 q0 となり、そこからヘッ
ド下にある aを読んで Xに書き換えて状態 q1 になってヘッドを右移動する。
状態 q1 ではテープ状の a と Y を読み飛ばしたまま状態を変えずにヘッドを右移
動し（途中 Xや Bを読むと停止）、最左端にある bを読むと Yに書き直して状態 q2

に遷移して、ヘッドを左移する。状態 q2 のままで a や Y を読むと読み飛ばしなが
らヘッドを左に移動し続け、最右端にある X（その右隣りはまだ残っていれば aが
ある）を読むと状態 q0 になってヘッドを右に移動する。こうして、1つのサイクル
が終了した結果、最左端の aが Xに最左端の bが Yに書き換わる。
次に TMが取る 2つの場合がある。

(1)まだ残っている aを読んで、いじょうのサイクルを繰り返す。
(2)少なくとも XnYnbk(k = 0)である。既に aがなく最左端の Yを読んで状態 q3に
なってヘッドは右に移動。k = 0であれば（すべての bが Xと同数 nだけの Y

に置き換えられていれば）、入力 anbn は受理すべきで、q3 のままで Yを読み飛
ばして、Bを読んで q4 に到達できれば受理状態で停止（入力 anbn を受理）。そ
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の途中で（Yn を読み飛ばした後に）bに出逢えば、次の合理的計算状況が存在
せずに計算を停止（入力 anbn+k(k = 1)を受理しない）。

8.3.2
{

wcw |w ∈ {a, b}∗
}
を受理する TM

あとで示すように、L =
{

wcw |w ∈ {a, b}∗
}
は文脈依存文法 Gで生成される文脈依

存言語である。Lを受理する TM M2 の状態遷移図を図 8.3に示した。

q0

start

q1

q2

q3

q4

q7 q8 q5 q6

a/X→

b/X→

c/c→

X/X→

B/B→

a/a, b/b→

a/a, b/b→

c/c→

c/c→

X/X→

X/X→

a/X←

b/X←

a/a, b/b←

X/X←

c/c←

a/a, b/b←

X/X→

図 8.3 {wcw |w ∈ {a, b}∗}を受理する TM M2 の状態遷移図

演習 8.2先の TM M2 が言語 L =
{

wcw |w ∈ {a, b}∗
}
を受理することを示しなさい。
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（ヒント）ui = viのとき、状態 q0から遷移して q6 に達した後に q0 に復帰）：

Xkq0uiui+1 . . . uncXkvivi+1 . . . vn

`
M

XkXq1ui+1 . . . uncXkvivi+1 . . . vn

∗

`
M

Xk+1ui+1 . . . unq1cXkvivi+1 . . . vn

`
M

Xk+1ui+1 . . . uncq3Xkvivi+1 . . . vn

∗

`
M

Xk+1ui+1 . . . uncXkq3vivi+1 . . . vn

`
M

Xk+1ui+1 . . . uncXk−1q5XXvi+1 . . . vn

∗

`
M

Xk+1ui+1 . . . unq5cXk+1vi+1 . . . vn

`
M

Xk+1ui+1 . . . un−1q6uncXk+1vi+1 . . . vn

∗

`
M

Xkq6Xui+1 . . . uncXk+1vi+1 . . . vn

`
M

Xk+1q0ui+1 . . . uncXk+1vi+1 . . . vn

先の L =
{

wcw |w ∈ {a, b}∗
}
は文脈依存文法で生成される。文法 G = (ΣN,ΣT =

{a, b, c},P,S)として、aと bに対応する非終端記号として A,A′,A=および B,B′,B=を
導入して ΣN = {S,T,A,B,A′,B′,A@,B@}としたとき、次の生成規則 Pを考える。

x, y ∈ {a, b}と対応する X,Y ∈ {A,B}について

(1)S→ c | xTX@,
(2)T→ c | xTX,

(3)XY@ → Y′X@,
(4)XY′ → Y′X,

x ∈ {a, b, c}および y ∈ {a, b}と対応する {A,B}に対して

(5)xY′ → xy, (6)xY@ → xy.

このとき L = L(G)となり、Lは文脈依存言語であることがわかる。実際、Gは次の
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ようにして L =
{

wcw |w ∈ {a, b}∗
}
を生成する：

S 1
⇒ a1TA1@

2
⇒ a1a2TA2A1@

∗2
⇒ a1a2 . . . anTAnAn−1 . . .A2A1@

2
⇒ a1a2 . . . ancAnAn−1 . . .A2A1@

3
⇒ a1a2 . . . ancAnAn−1 . . .A3A2A1@

4
⇒ a1a2 . . . ancAnAn−1 . . .A4A3A′1A2@

4
⇒ a1a2 . . . ancAnAn−1 . . .A5A4A′1A3A2@

∗4
⇒ a1a2 . . . ancAnA′1An−1 . . .A4A3A2@

4
⇒ a1a2 . . . ancA′1AnAn−1 . . .A4A3A2@

5
⇒ a1a2 . . . anca1AnAn−1 . . .A4A3A2@

3
⇒ a1a2 . . . anca1AnAn−1 . . .A5A4A′2A3@

∗4
⇒ a1a2 . . . anca1A′2AnAn−1 . . .A4A3@

5
⇒ a1a2 . . . anca1a2AnAn−1 . . .A5A4A3@

∗

⇒ a1a2 . . . anca1a2 . . . an−2an−1An@

6
⇒ a1a2 . . . anca1a2 . . . an−1an.

8.4 TMの停止性

TM Mへの入力に対して、次の 3つの可能性がある：

(1)停止状態 qH に到達して受理して停止する。
(2)ある計算状況より先の計算状況が存在せずに（M を定める 5 つ組のリストに
次の計算状況を定めるものが存在しない）クラッシュして停止する（非受理）。

(3)永久に状態遷移を繰り返し停止しない。

(1)と (2)のように永久に状態遷移を繰り返すことがない TMを停止性 TMという。
定義 8.7停止性 TM Mでは入力 w ∈ Σ∗に対して w ∈ L(M)であれば停止して受理
し、w < L(M) であれば停止して非受理が判明するために、停止性 TM M は言語
L(M)を決定するという。このような言語を決定可能な言語とも言う。
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定義 8.8言語 Lが帰納的に列挙可能または帰納的に加算 (recursively enumerable)と
は、ある TM M = (Q,Σ,Γ, δ, q0,B,F) が存在してMによって受理（認識）される文
字列集合の全体である。

L(M) =
{

x ∈ Σ∗ | q0x `∗M αqHβ qH ∈ F, α, β ∈ Γ∗
}
.

言語 L が帰納的 (recursive) とは、停止性 TM M が存在すること、つまり任意の記
号列に対して（受理されない時でも）常に停止するような TM M によって受理さ
れる文字列集合全体 L(M)である。この定義より、次の包含関係が成立する：

帰納的列挙可能（帰納的加算）言語のクラス ⊃帰納的言語のクラス

8.5 機械の模倣

MB を、入力 w ∈ Σ∗に対して連続した計算状況 C0,C1, . . . ,Cnを持つ機械とする。
定義 8.9 (機械MAがMBを模倣)MA への入力に対して、C0,C1, . . . ,Cnに対応する計
算状況を順に持つ（C j と C j+1 に対応する MA の計算状況の間に別の計算状況が割
り込んでいてもよい）。
MBを模倣するMAが持つべき能力は次のようである。

•MAがMB の状況 CJ に対応した計算状況になれば、MA は C j+1 に対応する状況
を計算できる。

•MA は MB の状況 C j が入力を受理する状況かを判断でき、MB が入力を受理す
るとき Aも受理する。

8.5.1 TMの等価性

次の TMが受理（認識）する言語は、等価な 1テープ決定性 TMによっても受理
できる（言語クラスを変えない）。

•片側無限テープを持つ TM
•多重トラック TM：1 本のテープ升目が k-トラックに別れ、1 つのヘッドが一
動で k-個の記号を読み・書き換えで升目を左右に移動
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•多重テープ TM：k-テープからなる各テープに専用ヘッドを持つ TM で、1 動
作でが各テープ上の記号を読み・下記前て、各升目を左右に移動

•非決定性TM：次の動作を有限集合値をとるδ(q,X) = {(p1,Y1,D1), . . . , (pk,Yk,Dk)}.

8.6 対角線言語

Σを入力記号集合する TM Mを、Σだけを使ってMを 〈M〉 ∈ Σ∗と符号化して記
述できる（したがって TM の入力とできる）。Σ∗ の語は可付番（長さの順と辞書式
順語による）であるため、その番号を使って TM のすべてに番号をつけて Mi と
記す。
各 TM Mi は、入力として自分自身の符号化 〈Mi〉 を受理するか否かのどちらか
である。縦列にある M1,M2, . . . に対して、その TM M j への符号化入力 〈Mk〉 の値
M j(〈Mk〉)が受理または非受理であるような無限配列が得られる。

〈M1〉 〈M2〉 〈M3〉 〈M4〉 . . .

M1 h11 h12 h13 h14 . . .

M2 h21 h22 h23 h24 . . .

M3 h31 h32 h33 h34 . . .
...

. . .

これより、次のように対角線語 Ld が定義される。

Ld = {〈Mi〉 |Mi(〈Mi〉) =非受理}.

このとき、次のような対角線語を受理する TM Hを構成してみる:

(1)Hへの入力 〈Mi〉によりMi を模倣する
(2)Hは、Mi が入力 〈Mi〉を受理/非受理かの決定能力を持つ
(3)Hは対角線語 Ld を受理

定理 8.1Ld は非 RE（帰納的加算な言語ではない）：

証明 H が受理する言語は、すべての {Mi}のどれに依っても受理できず、ある
Mi が自身の入力が loopなら H はそれを受理するために、H とMi は同一の言語を
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受理できない (Hが存在するとしたために矛盾)。 �

8.6.1 帰納的言語と帰納的加算言語

帰納的加算な言語 (RE)とは、TM Mで受理される言語であった。
定義 8.10Lが帰納的 (recursive)とは、次の条件を満たす TM Mが存在

(1)w ∈ Lなら、Mは受理状態に達して停止
(2)w < Lなら、Mは受理状態に達せずに停止（合法的遷移なし）

Lが帰納的であるとき決定可能、帰納的でないとき決定不能という。定義から

帰納的言語 ⊂帰納的加算な言語 (3 Lu) ⊂非 REな言語 (3 Ld).

8.6.2 言語の閉包性

定理 8.2Lが帰納的であれば、補集合 Lc も帰納的。
定理 8.3Lと Lc が共に REであれば、Lは帰納的。
非 REな言語 Ld について、Ld

c は帰納的でない（帰納的でない RE言語）。
定理 8.4万能言語 Lu =

{
〈M,w〉 |w ∈ L(M)

}
を受理する万能 TM Uが存在する。

定理 8.5Luは REであるが帰納的でない。
定義 8.11自然数上の述語（真偽値を取る関数）P(x1, . . . , xn) が与えられている時、
任意の (x1, . . . , xn) に対して P(x1, . . . , xn) が成立するか否かを決定するアルゴリズム
を作る問題を述語 Pに関する決定問題 (decision problem)という。可解 (solvable)ま
たは決定可能 (decidable) とは、決定のためのアルゴリズムが作れること（関連付
けた言語が帰納的である）。
次の 2つの定理は Turing(1936)によって得られた。
定理 8.6与えられた TM Mと入力 wに対して、Mが wに関して停止するかどうか
の決定問題は非可解（判定不能）である。
定理 8.7TM を固定したとき、任意の自然数 xに対して（符号化 x̄）、計算状況 x̄qqB

に始まり wqHB (w ∈ Γ∗)で停止するMによる計算が存在するか否かを決定する問題
を非可解にする TM Mが存在する。
定理 8.8 (Matiyasevich(1970))整数係数を持つ与えられた任意の多変数多項式がどの
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ような場合に整数解を持つかを決定する一般解法 (Diophantine 方程式の可解性判
定方法を見つける: Hilbertの第 10問題）は非可解である。

8.7 還元による決定問題

与えられた決定問題が決定可能（可解）か不能（非可解）であるかを示すため
に、性質が既にわかっている問題（非 RE である Ld や帰納的でない RE な Lu）に
基づいた還元 (reduction)を利用できる。
定義 8.12問題 P1 の実例の問題 P2 の実例への還元

P1 の実例⇒ 還元 ⇒ P2 の実例→決定

Yes

No

P1 の Yes(No) の答えを持つ実例を P2 の (Yess(No) の答えを持つ実例に変換する
（P2 の実例の一部が P1 の実例の変換先になっているように）。ただし P1 と P2 の実
例が 1-1対応である必要はない。

8.7.1 還元定理

問題 P1 が P2 に還元できると、次を言うことができる。

(1)P1 が決定不能なら、P2 も決定不能。
(2)P1 が非 REなら、P2 も非 RE。

TMの符号化列 wi = 〈Mi〉としたとき、{0, 1}上の言語として Le,Lne

•Le =
{
〈Mi〉 |T(M) = φ

}
受理言語が空である TM符号全体

•Lne =
{
〈Mi〉 |T(M) , φ

}
, Le ∩ Lne = φ

受理言語が空でない TM符号全体

を考える。このとき、次の定理を得る。
定理 8.9 (1)Lne は帰納的加算（Leは非 RE）。

(2)Lne は帰納的でない (決定不能)。
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8.8 Riceの定理（言語の自明でない性質の決定不可能性）

RE言語の集合を RE言語の性質（集合が φまたは RE言語全体のとき自明）。

•言語集合を言語として受理（認識）できない（TM の入力として有限列として
与えられない）。

•むしろ、それらの言語を受理する TMを受理（認識）するように考える。

RE言語の性質 Pの決定可能性について

LP =
{
〈Mi〉 |T(Mi) = P

}
の決定可能性を問題にする。
定理 8.10 (Rice 1953)RE言語の自明でない性質 LPは決定不能である。

Riceの定理から、TMが受理する言語のみに関わる問題の殆どすべてが（すべて
ではない）決定不能。

•与えられた TMが受理する言語は空か
•与えられた TMが受理する言語は有限集合か
•与えられた TMが受理する言語は正則か
•与えられた TMが受理する言語は文脈自由か

8.9 Postの対応問題

定義 8.13リスト αおよび βに対する Postの対応問題 (post Corresponding Problem)
とは、1文字以上からなるアルファベット Σ上の文字列を k = 1個並べた２つのリ
スト α, β

α = [x1, x2, . . . , xk], xi ∈ Σ
†

β = [y1, y2, . . . , yk] yi ∈ Σ
†

ならなる（リストの要素は 1から kまで順序付けられ、i番目の要素は xi または yi

である）。リストの組 (α, β) を PCPの実例（インスタンス）と呼ぶ。
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PCP の実例 P(α, β) が解を持つとは、それぞれのリストから重複を許して
i1, i2, . . . , in 番目の文字列を取り出して並べて得られる文字列が一致

A = xi1xi2 . . . xin = yi1 yi2 . . . yin = B

すること、つまり、リストから取り出す要素場所の数列 i1, i2, . . . , in(n = 1)が存在す
ることである。
数列 i1, i2, . . . , in に対して、番号 i とそれに対応付けられた文字列 xi と yi をカー
ドの上と下に

îxi

yi

ó
と書いて次のように同一視する。

i1i2 . . . in ⇔

ï
xi1

yi1

ò
i1

,

ï
xi2

yi2

ò
i2

, · · · ,

ï
xin

yin

ò
in

⇔
xi1xi2 . . . xin

yi1 yi2 . . . yin

選びだした数列 i1, i2, . . . , in が実例 P(α, β) の解であるとき、上の右端にある上下の
文字列 xi1xi2 . . . xin と yi1 yi2 . . . yin は等しい。
例 8.1実例 P(α, β)は必ずしも解を持つとは限らない。Σ = {a, b}上の Postの対応問
題について、次の実例を検討しよう。Åï

ba
bab

ò
1
,

ï
abb
bb

ò
2
,

ï
bab
abb

ò
3

ã
.

インスタンスが解 i1, i2, . . . , in を持つと仮定するとき、まず i1 が決まるかを考え
る。i1 = 2とすると文字列 Aは abbで Bは bbで始まり、i1 = 3とすると文字列 Aは
babで Bは abbで始まために、Aと Bの一致はありえず i1 , 2, 3。一方、i1 = 1とす
れば文字列 xは baで yは babで始まり、i2 以降を上手く続けて xと yを一致させる
可能性が残るため、i1 = 1である。ï

A1

B1

ò
=

ï
ba
ba b

ò
1

次に、i2 = 1と選ぶと A = ba · ba、B = bab · bab、i2 = 2と選ぶと A = ba · abb、
B = bab · bb となり A,B は一致し得ず i2 , 1, 2 である。一方、i2 = 3 と選ぶと
A = ba · bab、B = bab · abbとなりï

A1,3

B1,3

ò
=

ï
babab
babab b

ò
1,3

を得る。ここで、B1 = A1b、B1,3 = A1,3bに注意する。つまり、この過程は解を持と
うとしたとき、これ以降も i3 = i4 . . . im = 3と選ぶ必要があることを意味する。した
がって、同じ状況
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B1, 3, . . . , 3︸       ︷︷       ︸
m 個

= A1, 3, . . . , 3︸       ︷︷       ︸
m 個

b

が再現され A は B の真の接頭語であり続け、A の文字列の長さは B の長さに追い
つくことはない。これより、結果 A = Bと文字列が一致することはできない。
この PCPの実例は解を持たない。
定理 8.11 (Post(1946))Postの対応問題は非可解である。
系 8.1与えられた CFG Gが曖昧か否かは決定不能である（PCPから Gの曖昧さ決
定問題に還元できる）。
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第 9章 オートマチック列

9.1 k-DFAO

出力付き決定有限オートマトン (DFAO:Deterministic Finite Automaton with
Output) とは、節 2.4.2 の出力付き有限オートマトン（Moore 機械）M =

(Q,Σ, δ, q0,∆, τ) である。有限状態集合 Q、入力アルファベット Σ、状態遷移関数
δ : Q × Σ→ Qと初期状態 q0 ∈ Qに加えて、出力アルファベット ∆ を値とする状態
出力関数 τ : Q × Σ→ ∆を持つ機械である。初期状態 q0 ∈ Qについて、入力記号列
w ∈ Σ∗の（同じ記号を使った拡張された出力関数の)出力 τ(w)は

τ(ε) = τ(δ(q0, ε)) = τ(q0)

τ(w) = τ(δ(q0,w))

で与えられる。このとき DFAO Mは関数 fM : Σ∗ → ∆を

fM(w) = τ(δ(q0,w)), w ∈ Σ∗

を定める。関数値がこうして計算できる関数 f : Σ∗ → ∆ を有限状態関数 (finite
state function)という。

DFAOの状態遷移図（図 2.18）を再び図 9.1に示す。

p/b q/c

a

図 9.1 DFAO(出力付き決定有限オートマトンの状態遷移図。出力 bを持つ状態 p（τ(p) = b）
が入力 a ∈ Σによって出力 cを持つ状態 q（τ(p) = c）へ遷移する（p, q ∈ Q, b, c ∈ ∆）。
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例 9.1図 9.2 は出力アルファベット ∆ = {0, 1} を持つ DFAO の状態遷移を表してい
る。入力列 w ∈ Σ∗ = {0, 1}∗を読み込みながら状態に応じて値 0または 1を出力す
る。このとき、入力記号 1に出会うたびに状態を変える。

q0/0

start

q1/1

1

1

0 0

図 9.2 出力アルファベット ∆ = {0, 1}を持つ DFAO. 入力列 w ∈ Σ∗ = {0, 1}∗を読み込みなが
ら値 0または 1を出力する。このとき、入力記号 1に出会うたびに状態を変える。

定理 9.1M = (Q,Σ, δ, q0,∆, τ)が DFAOであるとする。このとき、すべての d ∈ ∆に
対して集合

Ld(M) =
{

w ∈ Σ∗ | τ(δ(q0,w)) = d
}

は正規言語である。

証明
�

定理 9.1 の逆、DFAO は異なる正規言語に対する DFA を糊付けすることで構成
できること、も次のように成立する。
定理 9.2Σ,∆ を有限アルファベットとする。r = 1 を整数として、r 個の正規言語
L1,L2, . . . , Lrが集合 Σ∗を分割するとする。⋃

15k5r

Lk = Σ
∗, Li ∩ L j = φ(i , j).

いま、∆ = {a1, a2, . . . , ar}とする。
このとき、DFAO M = (Q,Σ, δ, q0,∆, τ) が存在して、w ∈ Lk であるときに限り
τ(δ(q0)) = ak となる。

証明
�
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さて、DFAO において、ここでは特に入力列が数の基底 k-表示で表される場合
を考えよう。すなわち、Σ = Σk = {0, 1, . . . , k − 1}とした次のような入力列を考えた
DFAOを k-DFAOと呼ぶ。
定義 9.1整数 n の基底 k-表現を k-DFAO の入力列 w = w0w1 . . .w j−1 とするとは、
[w]k = n、すなわち、k-DFAOに nの k-表現 [w0w1 . . .w j−1]k の最左端記号から入力
して、δ(q0,w1) = p1, δ(p1,w2) = p2, . . . , δ(p j−2,w j−1) = p j−1 のように状態遷移が進行し
て、入力列 wに対する出力が τ(δ(q0,w)) = τ(p j−1)となることである。
図 9.2で表される状態遷移図を持つ DFAOは 2-DFAOでもある。

9.2 オートマチック列

定義 9.2列 (an)n=0 が有限アルファベット ∆ 上の k-オートマチック列であるとは、
k-DFAO M = (Q,Σ, δ, q0,∆, τ)が存在して、

an = τ(δ(q0,w)), すべての n = 0、[w]k = n

となることである。ここではとりあえず、M は入力が 0 で始まる（leading zero）
[0 · · · 0w]k = nでも正しい値を返すとする。
与えられた列 (an)n=0 がオートマチック列であるかは、例えば anを [w]k = nであ
るような入力列に対する出力であるような k-DFAO M を構成してみせることに
よって示すことができる。他にもさまざまな手法が探求されており、オートマチッ
ク列は現在盛んに研究されている分野である [19]。

9.2.1 Thue-Morse列

定義 9.3列 t = (tn)n=0 が Thue-Morse列であるとは

tn =

0 nの 2-表示で 1の数が偶数

1 nの 2-表示で 1の数が奇数

である 0と 1からなる列

t = t0t1t2 . . . = 01101001 . . .

である。
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Thue-Morse 列 t = (tn)n=0 が 2-オートマチック列であることは、t を出力する
2-DFAO を示してみればよい。実際、状態遷移図として図 9.2 で表される 2-DFAO
が Thue-Morse列を出力することは容易に確認できる。
演習 9.1アルファベット A上の記号列 vw(v,w ∈ A†)に対する射 (morphism)σは

σ(vw) = σ(v)σ(w)

で定義される。たとえば、a ∈ Aに対して σn(a) = σ(σn−1(a)) = σ ◦ · · · ◦ σ︸        ︷︷        ︸
n-times

(a)と記す。

{0, 1}上の Thue-Morse代入 (morphismまたは substitution)を

t(0) = 01, t(1) = 10

とする。t2(0) = t(01) = 0110, t3(0) = 01101001である。
limn→∞ tn(0)は Thue-Morse列となることを確かめなさい。

9.2.2 Rudin-Shapiro列

Σk = {0, 1, . . . , k − 1}上の文字列を P ∈ Σ∗k としたとき、

ek:P(n) = nの基底 k-表示において、重複を含んで出現するパターン Pの個数

とする。列 (ek:P(n))n=0 をパターン列ということがある。例えば、e2:11(7) = e2:11(27) =

2. ただし、パターン Pは少なくとも 1つ非ゼロを含むとき、nの k-表現が任意長の
0列で始まるとする：e2:010(5) = 1. また、Pがある iについて 0パターン 0i のときに
は、nの標準的な基底 k-表現で Pの数を数えるとする：e2:00(36) = 2.
定義 9.4Rudin-Shapiro列 r = (rn)n=0を次で定義する：

rn = (−1)e2:11(n).

ここで、e2:11(n)は nの 2-進数表示において、重複を含めた 11の登場回数である。
表 9.1にあるように

r = r0r1r2 · · · = 1.1.1. − 1.1.1. − 1.1.1.1.1. − 1. − 1. − 1.1. − 1.1 . . .

である（わかりやすさのために数字間にドット (.)を挟んだ）。
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 …
e2:11(n) 0 0 0 1 0 0 1 2 0 0 0 1 1 1 2 3 0 …
rn 1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 …
rnrn−1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 …
(−1)n 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 …
dn R L L R R R L L R L L L R R L L …

表 9.1 Rudin-Shapiro列 (rn)n=0 とそれから定まる折りたたみ列 (dn)n=1.

Rudin-Shapiro 列を出力する 2-DFAO の状態遷移図を図 9.3 に示した。この
2-DFAO の状態遷移図において、ab/c とは、0 と 1 からなる入力列におけるパター
ン’11’ が登場する回数の途中和（mod）を a、b を入力列の最後のディジット (0 ま
たは 1)を使って表される状態を abとし、その状態出力が cとしている。

00/1start 01/1 11/ − 1 10/ − 1

1 1 0

110

0 0

図 9.3 2-オートマチックな Rudin-Shapiro列 (rn)n=0 を出力する 2-DFAO.

Rudin-Shapiro 列を平面 R2 上の格子点訪問と関係づけると興味深い性質がある
ことがわかる。原点 (0, 0) から出発する連続直線を考え、y-軸方向に 1 だけ進んで
(0, 1)を訪れる（向きはまだ y-軸正方向を向いている）。以下、各 n = 1で曲線の進
む向き dnが次のように左 (L)または右 (R)に π/2だけ転回するとし、距離 1だけ連
続曲線を延長していく：

dn =

L rnrn−1 = (−1)n であるとき,

R rnrn−1 = −(−1)n であるとき.

こうして Lと Rからなる記号列 (dn)n=1が得られる（表 9.1参照）。
図 9.4は、n = 3500までの Rudon-Shapiro列から定まる記号列 (dn)15n53500に沿っ
て格子点を辿らせた連続曲線の様子である。詳しく観察してみると、原点から出発
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した曲線は格子点で接することはあっても、自身の曲線に交差することがない自己
回避曲線 (self-avoiding curve)となっていることがわかる。

図 9.4 2-オ ー ト マ チ ッ ク な Rudin-Shapiro 列 (rn)n=0 か ら 定 め た 転 回 記 号 列
(dn)15n53500(dn ∈ {L,R})が描く連続曲線. 平面 R2 の 1/8を埋め尽くしていく。

9.2.3 紙折り列

紙を 2つ折りにする（紙の長さは 1
2 になる）操作を n回繰り返してて（紙の長さ

は 1
2n になる）、展開してみると紙の左端から山（u）と谷（d）からなる折り目がな

らんでいることが観察できる。このとき得られる折り目 {u, d} からなる紙折り列
(paper folding sequence)Fn を考える。
観察: 紙折り記号列 Fnは次のように決定される:

F1 = u,

Fn = Fn−1uFR
n−1, n = 2.

ここで、FR
n は記号列 Fnの反転（記号列を逆順）、記号列 wは w ∈ {u, d}の記号 uと
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dを交換した記号列を表す。たとえば次のようになる。

F2 = F1uF1 = uud,

F3 = F2uF2 = uuduudd,

F4 = F3uF3 = uuduudduuuddudd, . . .

以下、u→ 1, d→ −1と折れ目記号を読み替えることにする。
こうして定まる紙折り記号列 f = ( fn)n=1 は 2-オートマチック列である。実際、
図 9.5で表される 4状態の状態遷移図で定義される 2-DFAOが紙折り記号列を出力
する。

A/1start B/1

C/ − 1D/ − 1

1

0
1

0

1

0

10

図 9.5 2-オートマチックな紙折り列 ( fn)n=1( fn ∈ {−1, 1})を出力する 2-DFAO.

演習 9.22-オートマチック列である紙折り列 LF = limn→∞ Fnを言語 L = {wuwR
|w ∈

{u, d}∗}と比較しなさい（節 7.2参照）。
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第 10章 帰納関数と計算可能性

10.1 原始帰納関数

定義 10.1自然数をN = {0, 1, 2, . . . }とする。n個の自然数の組に対して（高々）1こ
の自然数を対応づける関数 f :Nn

→Nを数論的関数と呼ぶ。

(1)零関数 z(x) = 0, すべての x ∈N.
(2)後者関数 s(x) = x + 1.
(3)射影関数 pk(x1, . . . , xk, . . . , xn) = xk.

を初期関数 (basic functions)という。
初期関数からより複雑な関数を組み立てる操作をとして次の 2つを考える。

(I)合成 (composition): r変数の関数 hと r個の n変数関数 gi(1 = i = r)から n変数
の関数 f を次で定義：

f (x1, . . . , xn) ≡ h(g1(x1, . . . , xn), . . . , gr(x1, . . . , xn))

(II)原始帰納 (primitive recursive): n変数関数 gと (n+ 2)変数関数 hから (n+ 1)変
数関数を次で定義:

f (x1, . . . , xn, 0) ≡ g(x1, . . . , xn)

f (x1, . . . , xn, y + 1) ≡ h(x1, . . . , xn, y, f (x1, . . . , xn, yA))

定義 10.2初期関数 (1),(2),(3) に操作 (I),(II) を有限回適用して得られる関数を原始
帰納関数 (promitive recursive function)という。
演習 10.1計算機で使う多くの関数は原始帰納的である。

(1)定数関数 Ck(x1, . . . , xn) = k.
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(2)和 Plus(x, y) = x + y.
(3)積 times(x, y) = x × y.
(4)ベキ乗 xy.
(5)階乗 x!.
(6)自然数上の減算 x ·− y.
(7)差の絶対値 |x ·− y|.
(8)xの符号

sg(x) =

0, x = 0

1, x > 0.

命題 10.1関数 f (x1, . . . , xn, y)が原始帰納的であれば、有限和∑
y<z

f (x1, . . . , xn, y)

や有限積∏
y<z

f (x1, . . . , xn, y)

も原始帰納的である。ただし、∑
y<0

f (x1, . . . , xn, y) = 0,
∏
y<0

f (x1, . . . , xn, y) = 0.

定義 10.3真偽値 {True,False} を取る述語 (predicate)P((x1, . . . , xn) が原始帰納的であ
るとは、関数

CP((x1, . . . , xn) =

0, P((x1, . . . , xn)

1 ¬P((x1, . . . , xn)

が原始帰納であるときをいう。関数 CPを述語 Pの特徴関数という。
命題 10.2述語 P(x1, . . . , xn, y) を原始帰納的と仮定する。このとき、次で定義される
2つの述語は原始帰納的である：

(∃y)<zP(x1, . . . , xn, y) ≡ P(x1, . . . , xn, 0) ∨ · · · ∨ P(x1, . . . , xn, z − 1)

(∀y)<zP(x1, . . . , xn, y) ≡ P(x1, . . . , xn, 0) ∧ · · · ∧ P(x1, . . . , xn, z − 1).
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定義 10.4述語 P(x1, . . . , xn)に対して、有界 µ作用素 (µy)<z を次で定義する。

(µy)<zP(x1, . . . , xn, y) =

min
{

y | y < z ∧ P(x1, . . . , xn, y)
}
, (∃y)<zP(x1, . . . , xn, y)

z, ¬(∃y)<zP(x1, . . . , xn, y)

命題 10.3述語 P(x1, . . . , xn, y)が原始帰納的であれば、関数 (µy)<zP(x1, . . . , xn, y)は原
始帰納的である。

10.2 帰納的関数

実際に計算できる関数の族は、原始帰納関数よりも拡大された帰納関数と一致
する。
定義 10.5述語 P(x1, . . . , xn, y) が正則であるとは、任意の (x1, . . . , xn) に対して
P(x1, . . . , xn, y) を True とする y が存在することである。関数 g(x1, . . . , xn, y) が正則
とは、任意の (x1, . . . , xn) に対して g(x1, . . . , xn, y) = 0 となる y が存在することで
ある。
定義 10.6述語 P(x1, . . . , xn, y)に対して、µ作用素 (µy)を次で定義する。

(µy)P(x1, . . . , xn, y) =

min
{

y | y < z ∧ P(x1, . . . , xn, y)
}
, (∃y)P(x1, . . . , xn, y)

無定義, ¬(∃y)P(x1, . . . , xn, y).

µyは n + 1変数の述語から n 変数の関数を作る。
定義より、(x1, . . . , xn) に対して (µy)P(x1, . . . , xn, y) が無定義となることがあり得
るために、µ作用素でで定義される関数は全域的でない場合がある。
新しい関数を定義する第 3の操作を次で導入する。

(III)関数 g(x1, . . . , xn, y)から関数 f (x1, . . . , xn)を

f (x1, . . . , xn) = µyg(x1, . . . , xn, y)

によって組み立てる。

g が全域的でも f が全域的であるとは限らないため、 f の全域性を保証する操作と
して
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(III′)正則関数 g(x1, . . . , xn, y)から関数 f (x1, . . . , xn)を

f (x1, . . . , xn) = µy
(

g(x1, . . . , xn, y) = 0
)

によって組み立てる。

定義 10.7初期関数 (1),(2),(3) に操作 (①), (②), (③) を有限回適用して定義される
関数を部分帰納的 (partial recursive)という。初期関数 (1),(2),(3)に操作 (①), (②),
(③ ′)を有限回適用して定義される関数を帰納的 (recursive)という。

10.3 原始帰納関数でない関数の例

すべての原始帰納的関数は、それがどう定義されるかを示す有限文字列で記述す
ることができる。そのような記述は符号化して順序付けられ、それゆえすべての原
始帰納関数の集合は加算である。
次の定理は、N上の関数 F : N → Nの集合には原始帰納的でない関数の存在を
いう。
定理 10.1任意の 1変数の原始帰納関数 f (x)に対して、

f (x) = F(n, x)

となる自然数 nが存在するような関数 F(n, x)は原始帰納的でない。

証明 N 上のすべての関数が原始帰納的であると仮定する。それらを
F(1, x),F(2, x), . . . , F(n, x), . . . と順序付け並べることができる。関数 F(n, x) は原始帰
納的である。
したがって、これに 1を加算する関数を f (x)

f (x) = F(x, x) + 1

と定義した時、 f (x)は原始帰納的となる。定理は

f (x) = F(∃n, x)

となる自然数 nが存在することを主張する。そこで n = xのときを考えてみると

f (n) = F(n,n)
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であるが、定義より f (x)は

f (n) = F(n,n) + 1

であった。これより、F(n,n) = F(n,n) + 1となり矛盾。故に、F(n, x)は原始帰納的
ではない。 �

注意 10.1ただし、F(n, x)は実際に計算できる（そのための手続きが与えられた）関
数、すなわち以下を満たす帰納関数 F(x, y)として選ぶことができる。

(1)任意に xを固定すると F(xfix, y)は原始帰納的。
(2)任意に 1変数原始帰納関数 f (x)に対して

f (x) = F(n, x)

となるような自然数 nが存在。

10.3.1 Ackermann関数

原始帰納関数でない計算可能な関数（帰納関数）として Ackermann 関数が知ら
れている。
定義 10.8Ackermann関数 A :N ×N→Nを次の手続きで定義する：

A(0, y) = y + 1

A(x + 1, 0) = A(x, 1)

A(x + 1, y + 1) = A(x,A(x + 1, y))

Ackermann関数 A(x, y)の第一変数 xを定数 jに固定した 1変数関数を A j(y)

A j(y) ≡ A( j, y)

とする。
補題 10.1A j :N→Nは原始帰納関数である。

証明 帰納法に依る。 j = 0のとき、A0(y) = y + 1より明らか。A j+1(y)は、定数
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A j(1)と関数 A jを使う原始帰納法A j+1(0) = A j(1)

A j+1(y + 1) = A j(A j+1(y))

より A j+1 が定義されていることから、A j が帰納関数であれば A j+1 もまた帰納的で
ある。また Ackermann関数 A(x, y)はN×Nで定義される全域関数であることもわ
かる（A j(y)も全域関数で常に値を持つ）。 �

このとき、次の補題が成立する（[12, 補題 4.13]、[13, 補題 5.6.2] ）。
補題 10.2Ackermann関数 A(x, y)について、x を固定した関数 A j(y) = A j(y)は次の
性質を持つ。

(1)y + 2 5 A j+1(y).
(2)y + j < A j(y).
(3)A j(y) < A j(y + 1) < A j+1(y).
(4)任意の k, `に対して

Ak(A`(y)) 5 Ai(y)

となる iが存在する。

定理 10.2任意の原始帰納関数 f (x1, . . . , xn)に対して

f (x1, . . . , xn) 5 Ac(max(x1, . . . , xn))

となる cが存在する。
定理 10.3Ackermann関数 A(x, y)は原始帰納的でない。

証明 A(x, y)を原始帰納的と仮定する。このとき、1変数関数 Ax(x)は補題 10.1
より原始帰納的である。定理 10.2から、原始帰納的関数 Ax(x)に対して

Ax(x) 5 A(c,max(x)) = A(c, x)

となる定数 cが存在する。このとき、x = c + 1とおくと

Ac+1(c + 1) 5 Ac(c + 1)

168



となる。しかし、補題 10.2(3)A j(y) < A j+1(y)より Ac(c + 1) 5 Ac+1(c + 1)でなければ
ならず、矛盾する。 �

10.3.2 Ackermann関数の計算

Ackermann関数値 A1(y) = A(1, y),A2(y) = A(2, y),A3(y) = A(3, y)を計算してみ
よう。

A(1, y) = A(0,A(1, y + 1)) = A(1, y − 1) + 1

= A(0,A(1, y − 2)) + 1 = A(1, y − 2) + 2

. . .

= A(1, 0) + y = y + 2.

A(2, y) = A(1,A(2, y − 1)) = A(2, y − 1) + 2

= A(1,A((2, y − 2)) + 2 = A(2, y − 2) + 4

. . .

= A(2, 0) + 2y = A(1, 1) + 2y

= 2y + 3.

A(3, y) = A(2,A(3, y − 1)) = 2A(3, y − 1) + 3

= 2A((2,A(3, y − 2)) + 3 = 2
(
2A((3, y − 2) + 3)

)
+ 3

= 22(2A(3, y − 3) + 3
)
+ 3(2 + 1) = 23A(3, y − 3) + 3(22 + 2 + 1)

. . .

= 2yA(3, 0) + 3(2y−1 + · · · + 22 + 21 + 1) = 2yA(3, 0) + 3(2y
− 1)

= 8 · 2y
− 3 = 2y+3

− 3.
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また、A(3, y)を認めると次のことが確かめられる。

A(4, y) = A(3,A(4, y − 1)) = 23+A(4,y−1)
− 3

= 23+
(

23+A(4,y−2)
)
−3
− 3 = 223+A(4,y−2)

− 3

= 22..
.2

︸ ︷︷ ︸
y

3+A(4,0)

− 3

= 22..
.2

︸ ︷︷ ︸
y

24

− 3 = 22..
.22

︸  ︷︷  ︸
y+3

−3.

ここで、A(4, 0) = A(3, 1) = 24
− 3を使った。

10.3.3 Knuthの冪塔記法

Knuth(1976) は乗算のベキ乗を拡張した冪塔演算 (べきタワー: power tower) に
関する自然な記法 ↑ を考えた。これを更に拡張した Conway(1995) の鎖矢記法
(chained arrow)がある。
↑演算を

a ↑ b ≡ a × a × · · · × a︸             ︷︷             ︸
a に関する b 回の乗算

と定義する。このとき、通常のベキ乗の式は

ab = a ↑ b

で表される。
また、2重タワー ↑↑演算 (tetration)を

a ↑↑ b ≡ a ↑ a ↑ . . . ↑ a︸             ︷︷             ︸
a に関する b 回の ↑ 演算

と定義する。このとき、ベキ指数が連なる式は

aaa..
.aa

︸   ︷︷   ︸
b 回

= a ↑↑ b
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と表される。
3重タワー演算 ↑↑↑演算 (pentation)を

a ↑↑↑ b ≡ a ↑↑ a ↑↑ . . . ↑↑ a︸                  ︷︷                  ︸
a に関する b 回の ↑↑ 演算

で定義する。具体的には、次のようになる

a ↑3 b = a ↑2 (a ↑2 (. . . ↑2 (a ↑2 a)
))︸                              ︷︷                              ︸

a が b 回登場

一般的に記法

↑
k= ↑ . . . ↑︸   ︷︷   ︸

k 回

を導入して、n-重 ↑n演算を

a ↑n b = a ↑n−1 a ↑n−1 . . . ↑n−1 a︸                        ︷︷                        ︸
a に関する b 回の ↑n−1 演算

と定義する。あるいは次のようにも定義できる。

a ↑n b =


1, n = 0,

ab, n = 1,

a ↑n−1 (a ↑n (b − 1)), n = 2.

冪塔演算は結合則を満たさい。計算順序を右から計算すると決める。計算の順序を
変えると値が変わってしまう。

2 ↑2 (2 ↑2 2) = 2 ↑4= 65536

(2 ↑2 2) ↑2 2 = 4 ↑2 2 = 256

先に、具体的に計算した A(4, y)は Tower記法を使うと

A(4, y) = 2 ↑↑ (y + 3) − 3

と表される。このように Ackermann関数は指数関数以上の急増加関数である。
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演習 10.2次の数を計算しなさい。

•2 ↑↑ 2

•2 ↑↑ 3

•2 ↑↑ 4

•2 ↑↑ 5

•2 ↑↑↑ 1

•2 ↑↑↑ 2

•2 ↑↑↑ 3

補題 10.3Ackermann関数 A(x, y)において xを固定した Ax(y)は A0(y) = y + 1に続
いて、次のような原始帰納関数である。

(1)A1(y) = y + 2.

(2)A2(y) = 2y + 3.

(3)A3(y) = 2y+3
− 3 = 2 ↑ (y + 3) − 3

(4)A4(y) == 2 ↑↑ (y + 3) − 3 = 22..
.22

︸  ︷︷  ︸
y+3

− 3

(5)A5(y) = 2 ↑↑↑ (y + 3) − 3 = 22..
.22 

22..
.22 

...
22
©2

︸                       ︷︷                       ︸
y+3

− 3

(6)一般に

An(y) = 2 ↑n−2 (y + 3) − 3, n = 3.
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